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Resumo
Esta dissertac¸a˜o trata dos nu´meros de Liouville. O estudo foi baseado nos
trabalhos de Burger, Caveny, Kumar, Thangadurai e Waldschmidt. Dentre
os principais resultados deste trabalho, destacam-se: a generalizac¸a˜o de um
resultado de Erdo¨s, ao provar que alguns nu´meros reais podem ser escritos
como F (σ, τ), onde σ e τ sa˜o nu´meros de Liouville, para uma classe muito
grande de func¸o˜es F (x, y); a determinac¸a˜o de condic¸o˜es suficientes para que
a potenciac¸a˜o de nu´meros transcendentes seja um nu´mero transcendente; e a
apresentac¸a˜o de resultados recentes sobre independeˆncia alge´brica relaciona-
dos com os nu´meros de Liouville e a Conjectura de Schanuel.
Palavras-chave: Nu´meros de Liouville. Conjectura de Schanuel. Conjuntos
Gδ. Decomposic¸o˜es. Func¸o˜es localmente injetivas.
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Abstract
This work is about Liouville numbers. The study was based on works due to
Burger, Caveny, Kumar, Thangadurai and Waldschmidt. Among the main re-
sults, we highlight: a generalization of an Erdo¨s result, proving that some real
numbers can be written as F (σ, τ), where σ and τ are Liouville numbers, for
a very large class of functions F (x, y); some sufficient conditions for which the
power of two transcendental numbers is still transcendental; and some recent
results about algebraic independence related to Liouville numbers and Scha-
nuel’s conjecture.
Keywords: Liouville Numbers. Schanuel’s Conjecture. Gδ-set. Decompositi-
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A Teoria dos Nu´meros Transcendentes teve in´ıcio em maio de 1844, quando o
matema´tico franceˆs Joseph Liouville exibiu os primeiros exemplos de nu´meros
transcendentes (ver [13]) e provou que, se um nu´mero real α e´ alge´brico de
grau n > 1, enta˜o existe uma constante C > 0 tal que |α− p/q| > Cq−n, para
todo p/q ∈ Q, q > 1 (ver [14]). Esse resultado e´ conhecido como Teorema
de Liouville e estabelece um crite´rio para determinar a transcendeˆncia de um
nu´mero real na˜o racional.
Em 1851, Liouville publicou um artigo em que utiliza o fato acima para pro-
var a transcendeˆncia dos, agora chamados, nu´meros de Liouville: um nu´mero
real ξ e´ chamado de nu´mero de Liouville se existe uma sequeˆncia de racionais
distintos (pn/qn)n≥1, de modo que 0 < |ξ − pn/qn| < q−nn . Os primeiros exem-
plos de nu´meros transcendentes, exibidos em 1844, satisfazem essas condic¸o˜es
e sa˜o, portanto, nu´meros de Liouville.
Em 1962, Erdo¨s [7] provou que todo nu´mero real pode ser representado
como uma soma de dois nu´meros de Liouville. Ele apresentou duas provas,
uma construtiva (em que os nu´meros de Liouville sa˜o explicitados) e uma
prova na˜o construtiva (em que ele utiliza as propriedades de conjunto Gδ).
Esse resultado e´ bem interessante, uma vez que o conjunto dos nu´meros de
Liouville tem medida nula em R.
O resultado de Erdo¨s pode ser reescrito como: para todo α ∈ R, existem
nu´meros de Liouville σ e τ tais que f(σ, τ) = α, onde f(x, y) = x+y. Em 1996,
Burger [3] generalizou esse resultado para uma classe mais geral de func¸o˜es.
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Em particular, o resultado de Burger garante que, dado um nu´mero alge´brico
α, sob certas condic¸o˜es, existem nu´meros de Liouville σ e τ , tais que στ = α.
Em 1993, Caveny [4] ja´ tinha estabelecido condic¸o˜es suficientes para que στ
fosse transcendente, quando σ e τ sa˜o transcendentes.
Em 2014, Kumar, Thangadurai e Waldschmidt [9] provaram diversos resul-
tados sobre o comportamento dos nu´meros de Liouville sob a ac¸a˜o de func¸o˜es
cont´ınuas, ale´m de produzirem novos resultados sobre independeˆncia alge´brica
relacionados com os nu´meros de Liouville e a Conjectura de Schanuel.
Muitos outros resultados sobre nu´meros de Liouville veˆm sendo apresenta-
dos no decorrer dos anos. Este trabalho tem como proposta mostrar alguns des-





O objetivo principal deste cap´ıtulo e´ apresentar algumas definic¸o˜es e resultados
fundamentais em Teoria dos Nu´meros Transcendentes, com foco em nu´meros
de Liouville e na Conjectura de Schanuel.
Definic¸a˜o 1.1 Seja L|K uma extensa˜o de corpos. Dizemos que α ∈ L e´
alge´brico sobre K, quando existe P ∈ K[x], na˜o nulo, tal que P (α) = 0.
Caso contra´rio, dizemos que α e´ transcendente sobre K.
Quando um nu´mero complexo e´ alge´brico sobre Q, dizemos simplesmente
que ele e´ alge´brico e denotamos por Q o conjunto desses nu´meros, que cons-
titui um corpo (ver [18, p. 70]). E´ poss´ıvel provar que um nu´mero complexo
α e´ alge´brico sobre Q se, e somente se e´ alge´brico sobre Q. Nu´meros na˜o
alge´bricos sa˜o chamados transcendentes. Denotaremos por A o conjunto
Q ∩ R dos nu´meros alge´bricos reais e por T o conjunto Qc ∩ R dos nu´meros
transcendentes reais.
Exemplo 1.2 Todo nu´mero racional e´ alge´brico, pois,
a
b
∈ Q e´ raiz de P (x) =
bx − a. Contudo, existem nu´meros complexos irracionais que sa˜o alge´bricos,
como
√
2 e i, que sa˜o ra´ızes de x2 − 2 e x2 + 1, respectivamente.
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1.1 Nu´meros de Liouville
A definic¸a˜o de nu´meros transcendentes e´ do se´culo XVIII e, segundo Euler
(1707− 1783), esses nu´meros sa˜o chamados transcendentes porque “transcen-
dem” o poder das operac¸o˜es alge´bricas. Mas foi no se´culo XIX que verificou-se
a existeˆncia desses nu´meros quando, em 13 de maio de 1844, Liouville apre-
sentou, em uma comunicac¸a˜o verbal, os primeiros exemplos de nu´meros trans-
cendentes (Ver [13]). Nesse mesmo ano, Liouville apresentou um resultado
que determinava condic¸o˜es necessa´rias para que um nu´mero α ∈ R\Q fosse
alge´brico (Ver [14]). Esse resultado e´ conhecido como Teorema de Liouville.
Alguns anos depois, Liouville publicou um artigo complementando os resul-
tados anteriores (Ver [15]). Nesse artigo, ele construiu uma classe de nu´meros
em R\Q que na˜o satisfaziam as condic¸o˜es necessa´rias para serem alge´bricos
(que haviam sido apresentadas em [14]), sendo, portanto, transcendentes. Os
nu´meros dessa classe sa˜o conhecidos como nu´meros de Liouville e nela tambe´m
esta˜o aqueles exibidos em 13 de maio de 1844.
Definic¸a˜o 1.3 Se α ∈ C e´ um nu´mero alge´brico, definimos o polinoˆmio
minimal de α como o polinoˆmio moˆnico (isto e´, coeficiente l´ıder igual a 1)
de menor grau, com coeficientes racionais, que tem α como raiz. Nesse caso,
o grau de α e´ definido como o grau do seu polinoˆmio minimal.
Exemplo 1.4 Um nu´mero e´ racional se, e somente se, e´ alge´brico de grau 1.
Isto e´, se α e´ alge´brico de grau n ≥ 2, enta˜o, α e´ irracional.
Teorema 1.5 (Teorema de Liouville) Seja α ∈ R um nu´mero alge´brico de
grau n ≥ 2. Enta˜o, existe uma constante A = A(α) > 0 tal que
∣∣∣∣α− pq






Demonstrac¸a˜o. Ver [18, p.82].

Sabemos que o conjunto dos nu´meros racionais e´ denso em R. Logo, e´
poss´ıvel aproximar qualquer nu´mero real por nu´meros racionais. Contudo,
o Teorema de Liouville afirma que nu´meros alge´bricos (reais) na˜o racionais
na˜o podem ser muito “bem aproximados” por racionais, no sentido em que
qualquer aproximac¸a˜o tem que respeitar esse comportamento. O que Liouville
fez depois foi construir nu´meros reais na˜o racionais que podem ser muito “bem
aproximados” por racionais e, portanto, na˜o sa˜o alge´bricos.
Definic¸a˜o 1.6 Um nu´mero real ξ e´ chamado nu´mero de Liouville se existir






tal que qj > 1 e
0 <
∣∣∣∣ξ − pjqj
∣∣∣∣ < 1qjj ,
para todo j ≥ 1. Denotamos por L o conjuntos dos nu´meros de Liouville.
Observac¸a˜o 1.7 Diremos que uma sequeˆncia e´ infinita se possuir uma sub-
sequeˆncia de termos distintos.
Apresentaremos alguns resultados que sera˜o utilizados para garantir a trans-
cendeˆncia dos nu´meros de Liouville.
Proposic¸a˜o 1.8 A sequeˆncia (qj)j≥1 e´ ilimitada.
Demonstrac¸a˜o. Ver [18, p. 83].

Proposic¸a˜o 1.9 Todo nu´mero de Liouville e´ irracional.
Demonstrac¸a˜o. Ver [18, p. 83].

Teorema 1.10 Todo nu´mero de Liouville e´ transcendente.
5
Demonstrac¸a˜o. Seja ξ um nu´mero de Liouville. Vamos supor, por absurdo,
que ξ e´ alge´brico. Pela Proposic¸a˜o 1.9, ξ tem grau n maior do que 1. Assim,











∣∣∣∣ < 1qjj ,
para todo j ≥ 1. Em vista disso, qj−nj < 1/A. Isso contradiz a Proposic¸a˜o 1.8.

A seguir, exibimos nosso primeiro exemplo de nu´mero de Liouville, conhe-
cido como a constante de Liouville.















































Observac¸a˜o 1.12 Argumentos similares aos vistos no exemplo anterior po-
dem ser utilizados para provar que
∞∑
n=1
a−n! e´ um nu´mero de Liouville, para
cada inteiro a ≥ 2.
Em 1906, Maillet [16] provou que a imagem de um nu´mero de Liouville
por uma func¸a˜o racional na˜o constante e´ um nu´mero de Liouville. A seguir
provaremos esse resultado.
Proposic¸a˜o 1.13 Se f ∈ Q(x) e´ uma func¸a˜o racional na˜o constante. Enta˜o,
f(L) ⊂ L.
Demonstrac¸a˜o. Sejam P,Q ∈ Q[x] tais que f(x) = P (x)/Q(x). Dado ξ ∈ L,
existe I ⊂ [ξ−1, ξ+1] um intervalo fechado tal que ξ ∈ I e Q(x)·f ′(x) 6= 0, para







distintos, com pj/qj ∈ I, qj > 1 e∣∣∣∣ξ − pjqj
∣∣∣∣ < 1qjj .
Para cada j ≥ 1, utilizaremos o Teorema do Valor Me´dio para o intervalo












Pelo Teorema de Weierstrass, existe α ∈ I tal que |f ′(α)| ≥ |f ′(x)| para
todo x ∈ I. Em particular, |f ′(α)| ≥ |f ′(ζj)|, para todo j ∈ N. Portanto,
0 <
∣∣∣∣f(ξ)− f (pjqj
)∣∣∣∣ ≤ |f ′(α)| ∣∣∣∣ξ − pjqj
∣∣∣∣ < |f ′(α)|qjj . (1.1)




















































• wj = 0, se qnj (b0qmj + b1pjqm−1j + . . .+ bmpmj ) ≥ 1;
• wj = 1, se qnj (b0qmj + b1pjqm−1j + . . .+ bmpmj ) ≤ −1.
De |ξ − pj/qj| < 1, segue que |pj| < (1 + |ξ|)qj. Assim,
|Bj| = |qnj (b0qmj + b1pjqm−1j + . . .+ bmpmj )|
≤ |b0qn+mj |+ |b1pjqn+m−1j |+ . . .+ |bmpmj qnj |
< |b0||qn+mj |+ |b1|(1 + |ξ|)|qn+mj |+ . . .+ |bm|(1 + |ξ|)m|qn+mj |
≤ L(Q)θmqm+nj ,

















Observe que f(pj/qj) = Aj/Bj e que (Bj)j≥1 na˜o pode ser limitada, ja´ que




j + . . .+ bmp
m






















e, para cada i > 1, escolhemos















∣∣∣∣ = ∣∣∣∣f(ξ)− AjiBji
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣f(ξ)− f (pjiqji
)∣∣∣∣
<


















Portanto, f(ξ) e´ um nu´mero de Liouville.

Com base nos resultados anteriores, sabemos que todo nu´mero de Liouville
e´ transcendente e que existem infinitos nu´meros de Liouville, logo, existem
infinitos nu´meros transcendentes. Em vista disso, surge um questionamento
natural:
Todo nu´mero transcendente e´ de Liouville?
Com a finalidade de responder essa pergunta, apresentaremos alguns resul-
tados.
Proposic¸a˜o 1.14 O conjunto dos nu´meros alge´bricos e´ enumera´vel.
Demonstrac¸a˜o. Ver [18, p. 66].

Observe que, com esse resultado, conseguimos concluir que existem nu´meros
reais que sa˜o transcendentes e que existe uma quantidade na˜o enumera´vel des-
ses nu´meros, caso contra´rio, o conjunto dos nu´meros reais seria enumera´vel.
E´ interessante observar que, quando Liouville exibiu os primeiros exemplos
de nu´meros transcendentes, em 1844, ainda na˜o existia esse conceito de enu-
merabilidade, uma vez que esse conceito deve-se a Cantor que nasceu em 1845,
um ano depois que Liouville exibiu esses nu´meros.
A seguir, relembramos a definic¸a˜o de conjuntos de medida (de Lebesgue)
nula em R.
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Definic¸a˜o 1.15 Um conjunto A ⊂ R tem medida (de Lebesgue) nula, e
escrevemos m(A) = 0 se, para todo ε > 0, existe uma quantidade enumera´vel







Proposic¸a˜o 1.16 Se E ⊂ R e´ enumera´vel, enta˜o, E tem medida nula.
Demonstrac¸a˜o. Ver [18, p. 67].

Dizemos que uma condic¸a˜o e´ satisfeita por quase todos os nu´meros
reais, se o subconjunto de R dos elementos que na˜o satisfazem tal condic¸a˜o
tem medida nula.
Proposic¸a˜o 1.17 Quase todo nu´mero real e´ transcendente.
Demonstrac¸a˜o. Pela Proposic¸a˜o 1.14, segue que o conjunto dos nu´meros
alge´bricos e´ enumera´vel, isto e´, A e´ enumera´vel. Segue, da Proposic¸a˜o 1.16,
que A tem medida nula. Com isso conclu´ımos que quase todo nu´mero real e´
transcendente.

A seguir, provaremos uma equivaleˆncia para a definic¸a˜o de nu´mero de Li-
ouville.




∈ Q, tal que q > 1 e
0 <
∣∣∣∣ξ − pq
∣∣∣∣ < 1qn .
Demonstrac¸a˜o. Se ξ e´ um nu´mero de Liouville, dado n ∈ N, podemos tomar
p = pn e q = qn. Reciprocamente, dado n ∈ N, vamos escolher pn
qn
∈ Q de
modo que qn > 1 e
0 <
∣∣∣∣ξ − pnqn











Se A for finito, enta˜o existe
p
q
∈ A tal que |ξ − p/q| < q−n para n ∈ N′, com
N′ ⊂ N infinito. Assim, ξ = p
q
, contradizendo |ξ − p/q| > 0. Portanto, A e´
infinito. Conclu´ımos que ξ e´ um nu´mero de Liouville.

Teorema 1.19 O conjunto dos nu´meros de Liouville tem medida nula em R.
Demonstrac¸a˜o. E´ suficiente provar que L∩ [k, k+ 1] tem medida nula, para
cada k ∈ Z. Mostraremos que L∩ [0, 1] tem medida nula, pois os outros casos
seguem de modo ana´logo. Seja ε > 0.











, com k ≥ 3, temos





























(ver [2]). Pelo Teorema do Confronto, lim
k−→∞
ak = 0
e a Afirmac¸a˜o 1 esta´ provada.
Se ξ ∈ [0, 1] ∩ L, enta˜o, pelo Lema 1.18, existe a
b










para o n da afirmac¸a˜o anterior. Segue que, a ∈ [−b/2, 3b/2] .
Como o comprimento desse intervalo e´ 2b e a ∈ Z, enta˜o, ha´, no ma´ximo,



















para algum b ≥ 2. E assim,


















Por fim, observe que o comprimento do intervalo (a/b− 1/bn, a/b+ 1/bn)


















Com esse u´ltimo resultado, vemos que, se todo nu´mero transcendente fosse
de Liouville, ter´ıamos A ∪ L = R e, assim, o conjunto dos nu´meros reais teria
medida nula, o que e´ uma contradic¸a˜o.
Os nu´meros e e pi sa˜o exemplos de nu´meros transcendentes que na˜o sa˜o de
Liouville (ver [21, p.330]). Na verdade, com o resultado anterior, conclu´ımos
que quase todo nu´mero e´ transcendente, mas quase nenhum e´ de Liouville.
Isso significa que o conjunto dos nu´meros de Liouville e´ pequeno em R, no
ponto de vista da Teoria da Medida.
Na pro´xima sec¸a˜o, falaremos sobre a Conjectura de Schanuel e sua re-
levaˆncia para Teoria dos Nu´meros Transcendentes, ale´m de ver alguns exem-
plos de nu´meros transcendentes.
1.2 Conjectura de Schanuel
Inicialmente, apresentaremos algumas definic¸o˜es importantes para esta sec¸a˜o
e para os cap´ıtulos que seguem.
Definic¸a˜o 1.20 Seja L|K uma extensa˜o de corpos. Dizemos que L|K e´ uma
extensa˜o alge´brica se todo α ∈ L e´ alge´brico sobre K. Caso contra´rio,
dizemos que L|K e´ uma extensa˜o transcendente.
Exemplo 1.21 A extensa˜o Q(
√
2) | Q e´ alge´brica, enquanto a extensa˜o Q(l)|Q
e´ transcendente, onde l e´ a constante de Liouville.
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Definic¸a˜o 1.22 Seja L|K uma extensa˜o de corpos. Dizemos que α1, . . . , αn ∈
L sa˜o algebricamente dependentes sobre K se existir polinoˆmio na˜o cons-
tante
P (x1, . . . , xn) ∈ K[x1, . . . , xn]
tal que P (α1, . . . , αn) = 0. Caso contra´rio, dizemos que α1, . . . , αn ∈ L sa˜o
algebricamente independentes sobre K.
Se α1, . . . , αn sa˜o nu´meros complexos algebricamente dependentes sobre Q
(resp. algebricamente independentes sobre Q), dizemos simplesmente que eles
sa˜o algebricamente dependentes (resp. algebricamente independentes).
Observac¸a˜o 1.23 Note que se α1, . . . , αn sa˜o algebricamente independentes,
enta˜o, α1, . . . , αn sa˜o todos transcendentes. Entretanto, a rec´ıproca na˜o e´ ver-
dadeira, por exemplo, os nu´meros l e l2 sa˜o transcendentes, mas sa˜o algebri-
camente dependentes, basta tomar P (x, y) = x2 − y. Conjectura-se que e e pi
sa˜o algebricamente independentes, pore´m ate´ a transcendeˆncia de e+ pi ainda
e´ um problema em aberto.
Definic¸a˜o 1.24 Seja L|K uma extensa˜o de corpos. Dizemos que um sub-
conjunto infinito de L e´ algebricamente independente sobre K, se todo
subconjunto finito o for.
Observac¸a˜o 1.25 E´ poss´ıvel mostrar que α1, . . . , αn, . . . ∈ L sa˜o algebrica-
mente dependentes sobre K se, e somente se, existe n ∈ N, tal que α1, . . . , αn
sa˜o algebricamente dependentes sobre K.
Definic¸a˜o 1.26 Seja L|K uma extensa˜o de corpos. Um conjunto B ⊂ L e´
chamado base de transcendeˆncia de L|K, se B e´ algebricamente indepen-
dente sobre K e L|K(B) e´ uma extensa˜o alge´brica.
Exemplo 1.27 O conjunto B1 = ∅ e´ uma base de transcendeˆncia para a
extensa˜o Q(
√
2) | Q e o conjunto B2 = {l} e´ uma base de transcendeˆncia para
a extensa˜o Q(l)|Q.
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E´ poss´ıvel provar que quaisquer duas bases de transcendeˆncia de uma ex-
tensa˜o teˆm a mesma cardinalidade (Ver [23, p. 99]), sendo assim, faz sentido
definir grau de transcendeˆncia como segue.
Definic¸a˜o 1.28 Seja L|K uma extensa˜o de corpos. Definimos o grau de
transcendeˆncia dessa extensa˜o como a cardinalidade de uma base de trans-
cendeˆncia.
Denotamos o grau de transcendeˆncia dessa extensa˜o por grtrKL ou grtr(L|K).
Proposic¸a˜o 1.29 Seja Q(x1, . . . , xn)|Q uma extensa˜o de corpos. E´ poss´ıvel
obter uma base de transcendeˆncia B contida em {x1, . . . , xn}.
Demonstrac¸a˜o. Provaremos o resultado por induc¸a˜o. Seja n = 1. Se x1 ∈ Q,
temos B = ∅. Se x1 /∈ Q, podemos tomar B = {x1}. Em qualquer caso,
B ⊂ {x1}.
Seja n > 1. Vamos supor que o resultado e´ va´lido para n − 1. Seja
B′ ⊂ {x1, . . . , xn−1} uma base de transcendeˆncia para a extensa˜o
Q(x1, . . . , xn−1)|Q.
Se xn e´ alge´brico sobre Q(x1, . . . , xn−1), podemos tomar B = B′. Se xn
e´ transcendente sobre Q(x1, . . . , xn−1), podemos tomar B = B′ ∪ {xn}. Em
qualquer caso, B ⊂ {x1, . . . , xn}.

Atrave´s da proposic¸a˜o anterior, conclu´ımos que grtr(Q(x1, . . . , xn)|Q) ≤
n. Em particular, conseguimos um limitante superior para o grau de trans-
cendeˆncia da extensa˜o Q(x1, . . . , xn, ex1 , . . . , exn)|Q. A seguir, apresentamos a
Conjectura de Schanuel que, se provada, garante um limitante inferior para o
grau de transcendeˆncia dessa extensa˜o no caso em que x1, . . . , xn sa˜o linear-
mente independentes.
Conjectura 1.30 (Schanuel) Se x1, . . . , xn ∈ C sa˜o linearmente indepen-
dentes sobre Q, enta˜o
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grtr(Q(x1, . . . , xn, ex1 , . . . , exn)|Q) ≥ n.
A seguir, apresentamos alguns teoremas importantes em Teoria dos Nu´meros
Transcendentes, que foram provados independentemente da Conjectura de
Schanuel (com demonstrac¸o˜es na˜o triviais) e mostraremos que, se compro-
vada sua veracidade, a Conjectura de Schanuel pode ser utilizada para provar
esses teoremas de maneira simples.
1.2.1 Teorema Lindemann-Weierstrass
Teorema 1.31 (Lindemann-Weierstrass) Sejam α1, . . . , αn nu´meros alge´-
bricos linearmente independentes sobre Q, enta˜o eα1 , . . . , eαn sa˜o algebrica-
mente independentes.
Demonstrac¸a˜o. Ver [8, p. 88]

Esse teorema implica a veracidade da Conjectura de Schanuel quando
α1, . . . , αn sa˜o nu´meros alge´bricos linearmente independentes. Ale´m disso, se
a Conjectura de Schanuel e´ verdadeira, temos
grtr(Q(α1, . . . , αn, eα1 , . . . , eαn)|Q) ≥ n (1.3)
e, como α1, . . . , αn sa˜o alge´bricos, temos
grtr(Q(eα1 , . . . , eαn)|Q) = grtr(Q(α1, . . . , αn, eα1 , . . . , eαn)|Q). (1.4)
Ale´m disso, sabemos que
grtr(Q(eα1 , . . . , eαn)|Q) ≤ n. (1.5)
Por, (1.3), (1.4) e (1.5), obtemos
grtr(Q(eα1 , . . . , eαn)|Q) = n.
Logo, eα1 , . . . , eαn sa˜o algebricamente independentes e, portanto, o Teo-
rema de Lindemann-Weierstrass segue como consequeˆncia da Conjectura de
Schanuel.
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Exemplo 1.32 Dado α alge´brico na˜o nulo, temos que {α} e´ um conjunto line-
armente independente sobre Q, segue do Teorema de Lindemann-Weierstrass
que eα e´ transcendente. Da´ı segue que pi e´ transcendente, pois se pi fosse
alge´brico, ipi tambe´m seria e eipi = −1 seria transcendente.
1.2.2 Teorema de Gelfond-Schneider
Teorema 1.33 (Gelfond-Schneider) Seja α ∈ Q\{0} e β ∈ Q\Q. Enta˜o
αβ e´ transcendente.
Demonstrac¸a˜o. Ver [19, 60].

Observac¸a˜o 1.34 Sejam α, β ∈ C, com α 6= 0. Definimos
αβ := eβ log(α).
O fato de que a func¸a˜o exponencial complexa log esta´ envolvida nessa definic¸a˜o
implica que devemos escolher um ramo para que a func¸a˜o exponencial αβ seja
bem definida.
Exemplo 1.35 (Constante de Gelfond) Segue, do Teorema de Gelfond-
Schneider, a transcendeˆncia de epi, pois se epi fosse alge´brico, (epi)i = −1 seria
transcendente.
Proposic¸a˜o 1.36 Suponha que a Conjectura de Schanuel e´ verdadeira. Se
α ∈ Q\{0, 1} e β ∈ Q\Q, enta˜o αβ e logα sa˜o algebricamente independentes.
Demonstrac¸a˜o. Primeiramente, mostraremos que β logα e logα sa˜o linear-
mente independentes sobre Q, em seguida, aplicaremos a Conjectura de Scha-
nuel.
Sejam a1 e a2 inteiros tais que a1β logα + a2 logα = 0. Como, α 6= 1,
temos logα 6= 0 e assim, a1β + a2 = 0. Se a1 6= 0, temos β ∈ Q, que e´ uma
contradic¸a˜o. Logo, a1 = 0 e, consequentemente, a2 = 0.
16
Se a Conjectura de Schanuel e´ verdadeira, temos
grtr(Q(β logα, logα, αβ, α)|Q) ≥ 2. (1.6)
Ale´m disso, desde que α, β ∈ Q,
grtr(Q(αβ, logα)|Q) = grtr(Q(β logα, logα, αβ, α)|Q) (1.7)
e
grtr(Q(αβ, logα)|Q) ≤ 2. (1.8)
Por (1.6), (1.7) e (1.8), temos
grtr(Q(αβ, logα)|Q) = 2.
Portanto, αβ e logα sa˜o algebricamente independentes, logo transcenden-
tes.

A partir da Proposic¸a˜o 1.36 e da Observac¸a˜o 1.23, temos que a Conjectura
de Schanuel implica a transcendeˆncia de αβ e logα, quando α ∈ Q\{0, 1}
e β ∈ Q\Q. Em particular, o Teorema de Gelfond-Schneider segue como
consequeˆncia da Conjectura de Schanuel.
1.2.3 Teorema de Baker
O Teorema a seguir foi provado por Alan Baker em 1966. Em reconhecimento
de suas contribuic¸o˜es, Baker foi premiado com a medalha Fields em 1970.
Teorema 1.37 (Baker) Sejam α1, . . . , αn nu´meros alge´bricos na˜o nulos de
modo que logα1, . . . , logαn sa˜o linearmente independentes sobre Q. Enta˜o,
1, logα1, . . . , logαn sa˜o linearmente independentes sobre Q.
Demonstrac¸a˜o. Ver [19, p. 84]

Uma consequeˆncia interessante do Teorema de Baker e´ o seguinte resultado,
que generaliza o Teorema de Gelfond-Schneider.
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Proposic¸a˜o 1.38 O nu´mero αβ11 · · ·αβnn e´ transcendente para todos os alge´bricos
α1, . . . , αn, diferentes de 0 e 1, e todos os nu´meros alge´bricos β1, . . . , βn com
1, β1, . . . , βn linearmente independentes sobre Q.
Demonstrac¸a˜o. Ver [18, p. 129].

Proposic¸a˜o 1.39 Suponha que a Conjectura de Schanuel e´ verdadeira. Se
α1, . . . , αn sa˜o nu´meros alge´bricos na˜o nulos tais que logα1, . . . , logαn sa˜o line-
armente independentes sobre Q. Enta˜o, logα1, . . . , logαn sa˜o algebricamente
independentes.
Demonstrac¸a˜o. Tome xi = logαi na Conjectura de Schanuel. Assim,
grtr(Q(logα1, . . . , logαn, α1, . . . , αn)|Q) ≥ n,
grtr(Q(logα1, . . . , logαn)|Q) =grtr(Q(logα1, . . . , logαn, α1, . . . , αn)|Q)
e
grtr(Q(logα1, . . . , logαn)|Q) ≤ n.
Portanto,
grtr(Q(logα1, . . . , logαn)|Q) = n.
Consequentemente, logα1, . . . , logαn sa˜o algebricamente independentes.

Observe que, dados α1, . . . , αn nu´meros alge´bricos na˜o nulos de modo que
logα1, . . . , logαn sa˜o linearmente independentes sobre Q, a proposic¸a˜o ante-
rior garante que a veracidade da Conjectura de Schanuel implica na˜o so´ na
independeˆncia linear de 1, logα1, . . . , logαn, (ou seja, o Teorema de Baker)
como a independeˆncia alge´brica de logα1, . . . , logαn.
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1.2.4 Conjectura de Schanuel e as relac¸o˜es entre e e pi
A veracidade da Conjectura de Schanuel tem, como consequeˆncia, a resoluc¸a˜o
de va´rios problemas em aberto. Dentre eles, a independeˆncia alge´brica de e e
pi.
Teorema 1.40 Se a Conjectura de Schanuel e´ verdadeira, enta˜o e e pi sa˜o
algebricamente independentes.
Demonstrac¸a˜o. Observe que ipi e 1 sa˜o linearmente independentes sobre Q.
Assim, pela Conjectura de Schanuel,
grtr(Q(ipi, 1,−1, e)|Q) ≥ 2.
Ale´m disso,
grtr(Q(ipi, e)|Q) = grtr(Q(ipi, 1,−1, e)|Q)
e
grtr(Q(ipi, e)|Q) ≤ 2.
Portanto,
grtr(Q(ipi, e)|Q) = 2.
Logo, ipi e e sa˜o algebricamente independentes, consequentemente, pi e e
sa˜o algebricamente independentes.

Essa conjectura ta˜o importante tem muitas outras consequeˆncias interes-
santes, para ver mais algumas, recomendamos [6]. Nesse artigo, os autores
mostram que a Conjectura de Schanuel implica um resultado ainda mais forte
do que a independeˆncia alge´brica de e e pi. Eles provaram que a Conjectura
de Schanuel implica que pi /∈ E, de modo que E =
⋃
n≥0
En, onde En e´ definido
indutivamente por
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• E0 = Q;
• En = En−1({ex : x ∈ En−1}), para n ≥ 1. Em que En−1({ex : x ∈ En−1})
denota o fecho alge´brico de En−1({ex : x ∈ En−1}).
Nesta sec¸a˜o, apresentamos a Conjectura de Schanuel e vimos sua relac¸a˜o
com alguns teoremas importantes. No pro´ximo cap´ıtulo, apresentaremos re-
sultados recentes de independeˆncia alge´brica relacionados com os nu´meros de
Liouville e a Conjectura de Schanuel.
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Cap´ıtulo 2
Nu´meros de Liouville e a
Conjectura de Schanuel
A Conjectura de Schanuel e´, sem du´vida, um dos principais problemas em
aberto em Teoria dos Nu´meros Transcendentes. Em 2014, Kumar, Thanga-
durai e Waldschmidt, publicaram o artigo Liouville Numbers and Schanuel’s
Conjecture. O principal resultado apresentado nesse artigo garante que, para
cada par de inteiros positivos (n,m), com n ≥ m ≥ 1, existe uma quantidade
na˜o enumera´vel de n-uplas (ξ1, . . . , ξn) consistindo de nu´meros reais linear-
mente independentes sobre Q tais que os nu´meros
ξ1, . . . , ξn, e
ξ1 , . . . , eξn
sa˜o todos nu´meros de Liouville e o grau de transcendeˆncia da extensa˜o
Q(ξ1, . . . , ξn, eξ1 , . . . , eξn)|Q
e´ exatamente n+m.
Observe que, fixado n ta˜o grande quanto se deseje e tomando m = n,
esse resultado garante que existe uma quantidade na˜o enumera´vel de uplas
ξ1, . . . , ξn tais que
ξ1, . . . , ξn, e
ξ1 , . . . , eξn
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sa˜o todos nu´meros de Liouville algebricamente independentes sobre Q.
Ale´m disso, com o que chamaremos de Teorema de Kumar-Thangadurai-
Waldschmidt, conseguimos garantir que, fixado n, ha´ uma quantidade na˜o-
enumera´vel de n-uplas (x1, . . . , xn) ∈ Ln, com x1, . . . xn linearmente indepen-
dentes sobre Q, para os quais
grtr(Q(x1, . . . , xn, ex1 , . . . , exn)|Q) ≥ n+ 1
e assim, para essas n-uplas, a Conjectura de Schanuel e´ verdadeira.
Ainda com respeito a essa conjectura, a partir dessas observac¸o˜es, surge
uma pergunta interessante: Se acrescentamos a hipo´tese de que
x1, . . . , xn, e
x1 , . . . , exn
sa˜o nu´meros de Liouville, podemos garantir
grtrQQ(x1, . . . , xn, ex1 , . . . , exn) ≥ n+ 1?
E´ claro que, com o resultado apresentado, conseguimos garantir apenas
para uma quantidade na˜o enumera´vel, mas na˜o para quaisquer nu´meros de Li-
ouville satisfazendo essas condic¸o˜es. De qualquer forma, e´ um questionamento
interessante no que se refere a` relac¸a˜o entre os primeiros nu´meros transcen-
dentes e a Conjectura de Schanuel.
2.1 Preliminares
Nesta sec¸a˜o apresentaremos resultados preliminares que sera˜o usados no de-
correr do cap´ıtulo.
Observac¸a˜o 2.1 No cap´ıtulo anterior, denotamos por Q o conjunto dos nu´meros
alge´bricos. Entretanto, neste cap´ıtulo, denotaremos por A o fecho topolo´gico
de A em X, dados X um espac¸o topolo´gico e A ⊂ X.
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assim, x ∈ Aα, para algum α ∈ Γ. Se V ⊂ X e´ um aberto tal que x ∈ V,














Proposic¸a˜o 2.3 Se A ⊂ R e´ um conjunto na˜o enumera´vel, enta˜o A tem ponto
de acumulac¸a˜o.
Demonstrac¸a˜o. Seja A ⊂ R um conjunto na˜o enumera´vel.





[k, k + 1],
assim, se [k, k + 1] ∩ A e´ finito, para todo k ∈ Z, enta˜o,
A = A ∩ R = A ∩
(⋃
k∈Z





(A ∩ [k, k + 1])
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e´ uma unia˜o enumera´vel de conjuntos finitos, logo enumera´vel, o que contradiz
a na˜o enumerabilidade de A. Portanto, a Afirmac¸a˜o 1 esta´ provada.
Seja k ∈ Z tal que A∩ [k, k + 1] e´ infinito e seja (xn)n∈N uma sequeˆncia de
pontos distintos em A ∩ [k, k + 1]. Logo, (xn)n∈N e´ limitada e, pelo Teorema
de Bolzano-Weierstrass, (xn)n∈N possui subsequeˆncia convergente, portanto,
A ∩ [k, k + 1] tem ponto de acumulac¸a˜o e, consequentemente, A tem ponto de
acumulac¸a˜o.

Proposic¸a˜o 2.4 Sejam A : R+ −→ R e B : R+ −→ R func¸o˜es tais que
lim
x−→∞









Demonstrac¸a˜o. Se A : R+ −→ R e B : R+ −→ R sa˜o func¸o˜es satisfazendo as
hipo´teses acima, existe δ > 0 (suficientemente grande) tal que x > δ implica









e, somando A(x), temos
A(x)
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Definic¸a˜o 2.5 Seja X um espac¸o topolo´gico. Dizemos que A ⊂ X e´ um con-
junto magro em X se A e´ uma reunia˜o enumera´vel de conjuntos fechados
com interior vazio.
A noc¸a˜o de conjuntos magros em Topologia desempenha, em um certo
sentido, papel semelhante ao dos conjuntos de medida nula em Ana´lise.
Exemplo 2.6 O conjunto Q dos nu´meros racionais e´ conjunto magro em R,





e {x} e´ um conjunto fechado com interior vazio, para cada x ∈ Q.
E´ razoa´vel pensar que todo conjunto magro tem interior vazio, uma vez
que e´ uma reunia˜o enumera´vel de conjuntos fechados com interior vazio, mas
isso na˜o e´ verdade. Por exemplo, se pensarmos em Q com a topologia induzida
de R, e Q+ como um subconjunto de Q, vemos que Q+ e´ um conjunto magro,
mas na˜o tem interior vazio em Q.
Definic¸a˜o 2.7 Um espac¸o topolo´gico no qual todo conjunto magro tem interior
vazio e´ chamado de espac¸o de Baire.
Teorema 2.8 (Teorema de Baire) Todo espac¸o me´trico completo com a to-
pologia induzida pela me´trica e´ um espac¸o de Baire.
Sabemos que R e´ um espac¸o me´trico completo, logo e´ um espac¸o de Baire.
Observe ainda que, se I ⊂ R e´ um intervalo fechado com interior na˜o vazio,
temos que I e´ um espac¸o me´trico completo e, em vista disso, I e´ um espac¸o
de Baire.
Proposic¸a˜o 2.9 Seja X um espac¸o de Baire, enta˜o, todo aberto A ⊂ X e´ um
espac¸o de Baire com a topologia induzida.
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Dessa proposic¸a˜o segue que, se I e´ um intervalo aberto limitado com interior
na˜o vazio, ele tambe´m e´ um espac¸o de Baire. Observe que na˜o poder´ıamos
utilizar apenas o Teorema 2.8 para garantir isso, pois, nesse caso, I na˜o e´
espac¸o me´trico completo.
Na˜o e´ dif´ıcil verificar que A ⊂ X tem interior vazio se, e somente se,
Ac e´ denso. Assim, para que um espac¸o topolo´gico X seja um espac¸o de
Baire e´ necessa´rio e suficiente que toda intersec¸a˜o S = ∩An de uma famı´lia
enumera´vel de abertos An densos em X seja um subconjunto denso em X. Essa
propriedade, juntamente com o Teorema de Baire, sera´ fundamental para o
desenvolvimento deste trabalho, principalmente no que concerne aos cap´ıtulos
2 e 5.
Uma demonstrac¸a˜o para o Teorema 2.8 pode ser encontrada em [12, p.
164], a Proposic¸a˜o 2.9 encontra-se demonstrada em [12, p. 163].
PRINCI´PIO DE IDENTIDADE PARA FUNC¸O˜ES ANALI´TICAS
O pro´ximo teorema e´ bem interessante e garante que, se duas func¸o˜es anal´ıticas
reais, com mesmo domı´nio, coincidem em um conjunto com ponto de acu-
mulac¸a˜o no domı´nio, enta˜o elas sa˜o iguais.
Teorema 2.10 Sejam f, g : I ⊂ R −→ R func¸o˜es anal´ıticas e X ⊂ I um
conjunto com um ponto de acumulac¸a˜o em I. Se f(x) = g(x) para todo x ∈ X,
enta˜o f = g.
Uma demonstrac¸a˜o para esse teorema pode ser encontrada em [11, p. 403].
2.2 Lemas auxiliares
O objetivo principal dessa sec¸a˜o e´ apresentar os lemas que sera˜o utilizados na
demonstrac¸a˜o do Teorema de Kumar-Thangadurai-Waldschmidt.
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Definic¸a˜o 2.11 Seja X um espac¸o topolo´gico, dizemos que G ⊂ X e´ um
subconjunto Gδ de X, se G e´ uma intersecc¸a˜o enumera´vel de abertos densos
em X.
Observac¸a˜o 2.12 Alguns livros de Topologia definem conjunto Gδ como uma
intersecc¸a˜o enumera´vel de abertos, na˜o necessariamente densos. Entretanto,
tendo em vista os objetivos deste trabalho, vamos considerar a definic¸a˜o como
acima.





O pro´ximo lema tem extrema importaˆncia para esse cap´ıtulo.
Lema 2.14 O conjunto dos nu´meros de Liouville e´ um subconjunto Gδ de R.


























e que cada Un e´ aberto denso em R. De fato, seja ξ ∈ L, pelo Lema 1.18, dado
n ≥ 1, existe p
q









































































Reciprocamente, seja x ∈
⋂
n≥1












































Isto e´, para cada n ≥ 1 existe p
q
∈ Q, com q ≥ 2, tal que
0 <
∣∣∣∣x− pq
∣∣∣∣ < 1qn .

































































































































Como Q e´ denso em R, segue que Un e´ denso, para cada n ≥ 1. Conclui-se
que L e´ dado pela intersecc¸a˜o enumera´vel de abertos densos e, portanto, e´ um
subconjunto Gδ de R.

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Proposic¸a˜o 2.15 Se X e´ um espac¸o de Baire, enta˜o todo subconjunto Gδ de
X e´ denso.
Demonstrac¸a˜o. Seja G um subconjunto Gδ de X, assim, G e´ uma intersecc¸a˜o
enumera´vel de abertos densos em X. Se X e´ um espac¸o de Baire, enta˜o G e´
denso em X.

Corola´rio 2.16 O conjunto dos nu´meros de Liouville e´ denso em R.
Demonstrac¸a˜o. Pelo Lema 2.14, o conjunto dos nu´meros de Liouville e´ Gδ
em R, consequentemente, e´ denso em R, pois R e´ um espac¸o de Baire.

O resultado a seguir e´ bem intuitivo, entretanto, iremos prova´-lo devido a
sua utilidade nesse trabalho.
Lema 2.17 Sejam X um espac¸o topolo´gico e N um conjunto enumera´vel. Se,




subconjunto Gδ de X.
Demonstrac¸a˜o. Observe que, para cada n ∈ N , existe uma sequeˆncia




Defina a colec¸a˜o βn = {Ank, k ∈ N}. Assim, B =
⋃
n∈N
βn e´ uma unia˜o
enumera´vel de colec¸o˜es enumera´veis, consequentemente, e´ uma colec¸a˜o enu-









e´ um subconjunto Gδ de X.











Gn, temos que x ∈ Gn, para todo n ∈ N . Assim, x ∈ Ank,










Reciprocamente, dado x ∈
⋂
Bi∈B
Bi temos que x ∈ Ank para todo n ∈ N e
para todo k ∈ N. Portanto, x ∈
⋂
k∈N




Gn, para todo n ∈ N . O que encerra a demonstrac¸a˜o.

Definic¸a˜o 2.18 Sejam X um espac¸o topolo´gico localmente conexo, J ⊂ R
um intervalo e f : X −→ J uma func¸a˜o, diremos que f e´ na˜o-localmente
constante (NLC) se, para todo aberto conexo na˜o vazio V ⊂ X, a restric¸a˜o
de f a V e´ na˜o constante.
Exemplo 2.19 Se J ⊂ R e´ um intervalo, enta˜o qualquer func¸a˜o f : I ⊂
R −→ J injetiva e´ NLC.
Lema 2.20 Seja X um espac¸o me´trico completo e localmente conexo, J um
intervalo em R e N um conjunto enumera´vel. Para cada n ∈ N , seja Gn um




f−1n (Gn) e´ um subconjunto Gδ de X.
Demonstrac¸a˜o. Note que N e´ enumera´vel, assim, pelo Lema 2.17 e´ suficiente
provar que para qualquer n ∈ N , f−1n (Gn) e´ um subconjunto Gδ de X. Observe
que, Gn e´ uma intersec¸a˜o enumera´vel de abertos em J , assim, pela continuidade
de cada fn, f
−1
n (Gn) e´ uma intersec¸a˜o enumera´vel de abertos em X.
Falta mostrar que esses abertos da intersec¸a˜o sa˜o densos. Com esse obje-
tivo, mostraremos inicialmente que f−1n (Gn) e´ denso em X, para tanto, utili-
zaremos a suposic¸a˜o que fn e´ NLC.
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Seja V um aberto conexo de X. Como fn e´ cont´ınua, fn(V ) e´ conexo em
J . Ale´m disso, fn e´ NLC, logo, fn(V ) consiste de, no mı´nimo, dois elementos.
Portanto, existe um intervalo (a, b) ⊂ J com interior na˜o vazio, tal que (a, b) ⊂
fn(V ). Como J e´ um espac¸o de Baire, temos que Gn e´ denso em J , assim
(a, b) ∩ Gn 6= ∅. E, da´ı, fn(V ) ∩ Gn 6= ∅, o que implica V ∩ f−1n (Gn) 6= ∅.
Portanto, f−1n (Gn) e´ denso em X.
Sabemos que f−1n (Gn) =
⋂
k∈N
Ak, onde cada Ak e´ aberto em X. Suponha





tambe´m na˜o e´ denso em X, o que e´ uma contradic¸a˜o, portanto, Ak e´ denso,
para todo k ∈ N. Isso completa a demonstrac¸a˜o.

Proposic¸a˜o 2.21 Seja X um espac¸o me´trico completo (na˜o vazio), sem pon-
tos isolados e seja E um subconjunto Gδ de X. Seja F um subconjunto enu-






Como F e´ enumera´vel, e´ suficiente mostrar que E\{y} e´ subconjunto Gδ de












e Ai\{y} e´ aberto e denso em X, para cada i ∈ N. Consequentemente, E\{y}
e´ subconjunto Gδ de X, para cada y ∈ F .

Lema 2.22 Seja X um espac¸o me´trico completo (na˜o vazio), sem pontos iso-
lados. Seja E um subconjunto Gδ de X. Enta˜o E e´ na˜o enumera´vel.
Demonstrac¸a˜o. Suponha, por contradic¸a˜o, que E e´ enumera´vel, assim, pela
Proposic¸a˜o 2.21, E−E = ∅ e´ um subconjunto Gδ de X. Como X 6= ∅, temos
que ∅ na˜o e´ denso em X, isso contradiz a Proposic¸a˜o 2.15.
Corola´rio 2.23 O conjunto dos nu´meros de Liouville e´ na˜o enumera´vel.
Demonstrac¸a˜o. Pelo Lema 2.14, o conjunto dos nu´meros de Liouville e´ Gδ em
R, consequentemente, e´ na˜o enumera´vel, pois R e´ um espac¸o me´trico completo
(na˜o vazio), sem pontos isolados. 
Definic¸a˜o 2.24 As func¸o˜es fi : X ⊂ R −→ R, 0 ≤ i ≤ n, sa˜o ditas algebri-
camente dependentes sobre R, se existe um polinoˆmio P ∈ R[x0, x1, . . . , xn]
na˜o constante tal que
P (f0(x), f1(x), . . . , fn(x)) = 0,
para todo x ∈ X. Caso contra´rio, elas sa˜o ditas algebricamente indepen-
dentes sobre R.
Exemplo 2.25 As func¸o˜es f0 : R −→ R e f1 : R −→ R, definidas por
f0(x) = x e f1(x) = x
2 sa˜o algebricamente dependentes sobre R, basta tomar
P (x0, x1) = x
2
0 − x1.
Definic¸a˜o 2.26 As func¸o˜es fi : X ⊂ R −→ R, i ≥ 0, sa˜o ditas algebrica-
mente dependentes sobre R se existe um inteiro n ≥ 0 tal que as func¸o˜es
fi : X ⊂ R −→ R, 1 ≤ i ≤ n sa˜o algebricamente dependentes. Caso contra´rio,
elas sa˜o ditas algebricamente independentes sobre R.
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Lema 2.27 As func¸o˜es
x, ex, ex
2
, . . . , ex
m
, . . .
sa˜o algebricamente independentes sobre R.
Demonstrac¸a˜o. Sejam fi : R −→ R, i ≥ 0, definidas por f0(x) = x e
fi(x) = e
xi para i ≥ 1. Provaremos que f0, f1, . . ., fn sa˜o algebricamente
independentes para todo n ≥ 0. Usaremos induc¸a˜o.
O caso n = 0 e´ trivial. Seja n ≥ 1. Suponha que se o resultado e´ va´lido
para 0, 1, . . . , n − 1. Suponha, por absurdo, que existe P ∈ R[x0, x1, . . . , xn]
na˜o constante de modo que
P (x, ex, . . . , ex
n
) ≡ 0.
Sem perda de generalidade, podemos supor
P (x, ex, . . . , ex
n
) = a0(x) + a1(x)e
xn + . . .+ ak(x)e
kxn ,
para todo x ∈ R, com ai ∈ R[x, ex, . . . , exn−1 ], para 0 ≤ i ≤ k, e ak(x) na˜o
identicamente nula. Assim, a0(x) + a1(x)e
xn + . . . + ak(x)e
kxn = 0, para todo
x ∈ R.























Utilizando a desigualdade triangular,




























em que I e´ um subconjunto finito de {0, 1, 2, . . .}n e a(i1,...,in) ∈ R, para cada
(i1, . . . , in) ∈ I, ale´m disso, se s e´ o grau de a(x), enta˜o, i1 + . . .+ in ≤ s, para

























em que L(a) =
∑
(i1,...,in)∈I
|a(i1,...,in)| e´ chamado comprimento de a.
Denotaremos por s0, s1, . . . , sn os graus dos polinoˆmios a0, a1, . . . , an, res-
pectivamente. Por (2.1) e (2.2),
0 ≤ |ak(x)| ≤ 1
exn










Tome L = max{L(a0), L(a1), . . . , L(ak−1)} e s = max{s0, s1, . . . , sn}. As-
sim,




























para algum J subconjunto finito de {0, 1, 2, . . .}n.
Podemos considerar uma ordem total em J semelhante a` ordem lexi-
cogra´fica com (j1, . . . , jn)  (j ′1, . . . , j
′
n) se ocorre uma das seguintes condic¸o˜es:
• jn < j ′n;






• jn = j ′n, jn−1 = j
′
n−1, . . ., j2 = j
′
2, j1 < j
′
1;
• jn = j ′n, jn−1 = j
′
n−1, . . ., j2 = j
′
2, j1 = j
′
1.
Considerando J com essa ordem, no´s podemos garantir a existeˆncia de
(i1, . . . , in) ∈ J ma´ximo, pois J e´ finito. Definimos K = J \{(i1, . . . , in)}.
E´ importante observar que, dado (j1, . . . , jn) ∈ K, temos (j1, . . . , jn) 
(i1, . . . , in), com (j1, . . . , jn) e (i1, . . . , in) n-uplas distintas. Assim, garantimos
a existeˆncia de l ∈ {1, . . . , n} tal que jl < il e jm = im, para m ∈ {l+1, . . . , n}.
Note que,
ak(x) = a(i1,...,in)x



















































i1(ex)i2 . . . (exn−1)in
∣∣∣∣∣∣.
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Seja (j1, . . . , jn) ∈ K e m ∈ {1, . . . , n} tal que jn = in, . . . , jm+1 = im+1 e













































i1(ex)i2 . . . (exn−1)in
∣∣∣∣∣ = 0.
Como B(x)/A(x) e´ cont´ınua para x suficientemente grande, segue, pelo












e, assim, conclu´ımos que ak na˜o pode ser limitada em R+ e isso contradiz sua
limitac¸a˜o.

Lema 2.28 Seja ψ : R −→ R uma func¸a˜o anal´ıtica e na˜o identicamente nula,
enta˜o, Z(ψ) = {x ∈ R | ψ(x) = 0} e´ enumera´vel.
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Demonstrac¸a˜o. Suponha que Z(ψ) = {x ∈ R | ψ(x) = 0} e´ na˜o enumera´vel,
assim, pela Proposic¸a˜o 2.3, Z(ψ) tem ponto de acumulac¸a˜o. Observe que
ψ(x) = 0 para todo x ∈ Z(ψ), logo, pelo Princ´ıpio de Identidade para Func¸o˜es
Anal´ıticas (Teorema 2.10), ψ(x) = 0 para todo x ∈ R, o que contradiz o fato
de que ψ e´ uma func¸a˜o na˜o identicamente nula. Segue que Z(ψ) = {x ∈ R |
ψ(x) = 0} e´ enumera´vel.

O lema a seguir segue diretamente da Proposic¸a˜o 1.13.
Lema 2.29 Se ξ e´ um nu´mero de Liouville, enta˜o, ξ, ξ2, . . . , ξn sa˜o nu´meros
de Liouville linearmente independentes sobre Q, para todo n ∈ N.
2.3 Prova do teorema
Teorema 2.30 (Kumar-Thangadurai-Waldschmidt) Sejam m e n in-
teiros tais que 1 ≤ m ≤ n. Enta˜o existe uma quantidade na˜o enumera´vel de
n-uplas (α1, . . . , αn) ∈ Ln tais que α1, . . . , αn sa˜o linearmente independentes
sobre Q, eαi ∈ L para todo i = 1, 2 . . . , n e
grtr(Q(α1, . . . , αn, eα1 , . . . , eαn)|Q) = n+m
Demonstrac¸a˜o. Sejam n e m inteiros tais que 1 ≤ m ≤ n. Provaremos a
afirmac¸a˜o por induc¸a˜o sobre m.
Assuma m = 1. Provaremos o resultado para todo n ≥ 1.
Para cada polinoˆmio na˜o nulo
P (x0, x1, . . . , xn) ∈ Q[x0, x1, . . . , xn],
defina a func¸a˜o anal´ıtica
fP : R −→ R por fP (x) = P (x, ex, . . . , exn).
Ale´m disso, defina
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Z(fP ) = {x ∈ R | fP (x) = 0}.
Observe que, pelo Lema 2.27, fP na˜o e´ identicamente nula, assim, pelo Lema










e´ subconjunto Gδ de R. Agora, defina
G = {α ∈ L | eαj ∈ L para j = 1, . . . , n}.
Mostraremos que G e´ Gδ em R. De fato, defina hk : R −→ R, k ∈ N, como
segue:
h1(x) = e
x, h2(x) = e
x2 , . . . , hn(x) = e





e´ Gδ em R.




De fato, se α ∈ G, enta˜o eαj ∈ L para j = 1, . . . , n. Assim, α = h−1k (eα
k
) ∈
h−1k (L), para cada k = 1, . . . , n. Ale´m disso, α = h
−1





Por outro lado, se α ∈
⋂
k≥1




, . . . , eα
n ∈ L.
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Logo, α ∈ G. Portanto, a Afirmac¸a˜o 1 esta´ provada.
Segue que G e´ Gδ em R, consequentemente, pelo Lema 2.17, E = F ∩G e´
subconjunto Gδ de R, e assim, pelo Lema 2.22, E e´ na˜o enumera´vel.
Ale´m disso, por construc¸a˜o, dado α ∈ E, os nu´meros α, eα, eα2 , . . ., eαn
esta˜o em L e sa˜o algebricamente independentes sobre Q e, pelo Lema 2.29,
α, α2, . . ., αn sa˜o todos nu´meros de Liouville linearmente independentes sobre
Q. Assim,
grtr(Q(α, α2, . . ., αn, eα, eα2 , . . ., eαn)|Q) = n+ 1.
Com isso, conclu´ımos que a afirmac¸a˜o vale para m = 1 e para todo n ≥ 1.
Essa e´ nossa base de induc¸a˜o.
Como hipo´tese de induc¸a˜o, vamos supor que a afirmac¸a˜o e´ va´lida para
m − 1 e para todo n ≥ m − 1. Desse modo, dado n ≥ m − 1, existe uma
quantidade na˜o enumera´vel de n-uplas (γ1, . . . , γn) ∈ Ln, tais que γ1, . . . , γn
sa˜o linearmente independentes sobre Q, eγi ∈ L, para todo i ∈ {1, . . . , n} e
grtr(Q(γ1, . . . , γn, eγ1 , . . . , eγn)|Q) = n+m− 1.
Queremos mostrar que a afirmac¸a˜o e´ va´lida para m, isto e´, queremos mos-
trar que para todo n ≥ m, existe uma quantidade na˜o enumera´vel de n-uplas
(α1, . . . , αn) ∈ Ln tais que α1, . . . , αn sa˜o linearmente independentes sobre Q,
eαi ∈ L para todo i ∈ {1, . . . , n} e
grtr(Q(α1, . . . , αn, eα1 , . . . , eαn)|Q) = n+m.
Note que, n ≥ m implica n− 1 ≥ m− 1, assim, pela hipo´tese de induc¸a˜o,
ha´ uma quantidade na˜o enumera´vel de (n − 1)-uplas (α1, . . ., αn−1) ∈ Ln−1
tais que α1, . . ., αn−1 sa˜o linearmente independentes sobre Q, eα1 , . . ., eαn−1
sa˜o nu´meros de Liouville e
grtr(Q(α1, . . . , αn−1, eα1 , . . . , eαn−1)|Q) = (n− 1) + (m− 1) = n+m− 2.
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Escolha uma (n− 1)-upla (α1, . . . , αn−1).
Considere o subconjunto E de R que consiste de todos α ∈ R tais que o
conjunto {α, eα} e´ algebricamente independente sobre
Q(α1, . . . , αn−1, eα1 , . . . , eαn−1).
Se
P (x, y) ∈ Q(α1, . . . , αn−1, eα1 , . . . , eαn−1)[x, y]
e´ um polinoˆmio na˜o constante, defina a func¸a˜o anal´ıtica fP (x) = P (x, e
x) em R.
Sabemos, pelo Lema 2.27, que x, ex sa˜o func¸o˜es algebricamente independentes
sobre R, assim, se P e´ um polinoˆmio na˜o nulo, temos fP uma func¸a˜o na˜o
identicamente nula. Portanto, pelo Lema 2.28, o conjunto de zeros de fP
em R e´ enumera´vel. Ale´m disso, ha´ somente uma quantidade enumera´vel de
polinoˆmios P (x, y) com coeficientes no corpo
Q(α1, . . . , αn−1, eα1 , . . . , eαn−1),
sendo assim, podemos garantir que e´ enumera´vel o conjunto
R\E =
⋃







e´ um subconjunto Gδ de R.
Como L e´ um subconjunto Gδ de R, enta˜o E ∩ L e´ um subconjunto Gδ de
R e, portanto, e´ na˜o enumera´vel.
Note que, para cada α ∈ E ∩ L, o conjunto {α, eα} e´ algebricamente inde-
pendente sobre
Q(α1, . . . , αn−1, eα1 , . . . , eαn−1).
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Conclu´ımos que
grtr(Q(α1, . . . , αn−1, α, eα1 , . . . , eαn−1 , eα)|Q) = n+m
O que completa a prova do teorema.

Como vimos, a propriedade Gδ do conjunto dos nu´meros de Liouville foi de
extrema importaˆncia para a verificac¸a˜o do Teorema de Kumar-Thangadurai-






Um dos principais resultados em Teoria Elementar dos Nu´meros e´ o Teorema
Fundamental da Aritme´tica. Esse teorema garante que qualquer nu´mero na-
tural n, maior que 1, pode ser escrito, de maneira u´nica, como produto de
poteˆncias de primos. Existem outros resultados importantes sobre decom-
posic¸a˜o em Matema´tica como, por exemplo, o Teorema Fundamental dos Gru-
pos Abelianos Finitamente Gerados, que garante a decomposic¸a˜o de um grupo
abeliano finitamente gerado como uma soma direta de grupos c´ıclicos. Neste
cap´ıtulo, falaremos sobre decomposic¸o˜es de nu´meros reais em nu´meros de Li-
ouville.
Em 1962, Erdo¨s provou que todo nu´mero real pode ser escrito como soma
de dois nu´meros de Liouville, ou seja, dada f : R2 −→ R, definida por f(x, y) =
x + y, e dado α ∈ R, existem nu´meros de Liouville σ, τ , tais que f(σ, τ) = α.
Esse e´ um resultado bastante interessante e falaremos um pouco mais sobre
ele na Sec¸a˜o 3.1.
O principal objetivo deste cap´ıtulo e´ generalizar esse Teorema de Erdo¨s,
apresentando uma classe mais geral de func¸o˜es f : R2 −→ R, de modo que,
dado α ∈ R (satisfazendo determinadas condic¸o˜es), existam nu´meros de Liou-
42
ville σ, τ , tais que f(σ, τ) = α. Faremos isso na Sec¸a˜o 3.2, com base no Artigo
On Liouville decompositions in Local Fields de Edward B. Burger.
3.1 Um teorema de Erdo¨s
Na˜o e´ dif´ıcil provar que qualquer nu´mero real pode ser decomposto como soma
de dois nu´meros transcendentes, contudo, esse na˜o e´ um resultado ta˜o interes-
sante, visto que quase todo nu´mero real e´ transcendente.
Nesta sec¸a˜o, veremos um resultado a priori surpreendente: qualquer nu´mero
real pode ser escrito como soma de dois nu´meros de Liouville. Esse resultado
e´ bem interessante, uma vez que o conjunto dos nu´meros de Liouville tem me-
dida nula em R, ou seja, quase nenhum nu´mero real e´ de Liouville. Segundo
Marques (Ver [18, p. 86]), podemos pensar enta˜o que, mesmo sendo um con-
junto “invis´ıvel”, os nu´meros de Liouville esta˜o estrategicamente posicionados
na reta real.
Erdo¨s provou esse resultado em 1962, no artigo Representations of real
numbers as sums and products of Liouville numbers. Nesse artigo, ele deu
uma prova construtiva, onde os nu´meros de Liouville sa˜o explicitados, e uma
prova na˜o construtiva, em que ele utiliza as propriedades de conjunto Gδ. Tais
demonstrac¸o˜es sera˜o apresentadas aqui, com algumas adaptac¸o˜es.
Primeiramente, mostraremos que qualquer nu´mero real pode ser escrito
como soma de dois elementos de um subconjunto Gδ de R.
Lema 3.1 Se G ⊂ R e´ um subconjunto Gδ, enta˜o dado α ∈ R, existem x, y ∈






onde An e´ aberto denso em R, para cada n.
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em que α − An = {α − s | s ∈ An}. Note que, dado t ∈ α − G, existe s ∈ G,
tal que t = a − s. Como s ∈ G, tem-se s ∈ An, para todo n ∈ N, e assim,










tem-se t ∈ α− An, para cada n ∈ N. Assim, para cada n ∈ N, existe sn ∈ An
tal que t = α−sn. Pela unicidade do inverso aditivo, si = sj mesmo que i 6= j,
defina s = s1. Desse modo,




Agora, observe que An e´ aberto e denso para cada n ∈ N, desse modo,
α−An e´ aberto e denso, consequentemente α−G e´ Gδ. E a Afirmac¸a˜o 1 esta´
provada.
Como G e α−G sa˜o conjuntos Gδ, enta˜o, G ∩ (α−G) e´ Gδ e, consequen-
temente, na˜o vazio. Conclui-se que, dado α ∈ R existe y ∈ G∩ (α−G). Desse
modo, y ∈ G e y ∈ α−G. Assim, existe x ∈ G tal que y = α− x.
Portanto, existem x, y ∈ G tais que x+y = α, como quer´ıamos demonstrar.

Teorema 3.2 (Erdo¨s) Seja f : R2 −→ R definida por f(x, y) = x+ y. Dado
α ∈ R, existem nu´meros de Liouville σ e τ tais que f(σ, τ) = α.
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1a Demonstrac¸a˜o. Sabemos que L e´ um subconjunto Gδ de R. Segue, do
Lema 3.1, que, dado α ∈ R, existem σ, τ ∈ L tais que σ + τ = α.

2a Demonstrac¸a˜o. Se α ∈ Q, escolhemos σ um nu´mero de Liouville qualquer,
fixado. Pela Proposic¸a˜o 1.13, τ = α− σ tambe´m e´ nu´mero de Liouville e
f(σ, τ) = σ + τ = σ + (α− σ) = α.
Se α /∈ Q, temos α = bαc+ {α}, onde bαc ∈ Z corresponde a` parte inteira
de α e {α} ∈ (0, 1) corresponde a` parte fraciona´ria. E´ suficiente provar que
existem nu´meros de Liouville τ1 e τ2 tais que τ1 + τ2 = {α}. Pois, tomando
σ = bαc+τ1 e τ = τ2, obtemos f(σ, τ) = σ+τ = bαc+τ1+τ2 = bαc+{α} = α.


















onde para n! ≤ k < (n+ 1)! temos
αk = εk e βk = 0 se n /∈ 2Z,
αk = 0 e βk = εk se n ∈ 2Z.
Observe que τ1 + τ2 = {α}. Verificaremos apenas que τ2 e´ nu´mero de
Liouville, pois, para τ1 o argumento e´ ana´logo.
Dado n ≥ 1, sejam
qn = 2

































Conclui-se que τ2 e´ um nu´mero de Liouville.

3.2 Teorema de decomposic¸a˜o
Nesta sec¸a˜o apresentaremos o Teorema de decomposic¸a˜o, que e´ o foco principal
deste cap´ıtulo.
Esse teorema garante que alguns nu´meros reais podem ser decompostos
como f(σ, τ), onde σ e τ sa˜o nu´meros de Liouville, para uma classe muito
grande de func¸o˜es f(x, y).
Definic¸a˜o 3.3 Se Z ⊂ R2 e´ um subconjunto aberto, f : Z −→ R uma func¸a˜o
cont´ınua e α ∈ R, enta˜o dizemos que f e´ localmente injetiva em α se
existem conjuntos abertos U e V em R, U × V ⊂ Z, de modo que:
(i) Para todo x ∈ U , existe um u´nico y ∈ V de modo que f(x, y) = α;
(ii) Para todo y ∈ V , existe um u´nico x ∈ U de modo que f(x, y) = α.
Mais precisamente, dizemos que f e´ localmente injetiva em α sobre U×V .
Teorema 3.4 (Teorema de decomposic¸a˜o) Sejam X ⊂ R2 um conjunto
aberto, f : X −→ R uma func¸a˜o cont´ınua e α ∈ R. Suponha que f e´ localmente
injetiva em α sobre U1 × V1 e que g1 : U1 −→ V1 e g2 : V1 −→ U1, definidas
implicitamente por f(x, g1(x)) = α e f(g2(y), y) = α, sa˜o aplicac¸o˜es abertas.
Enta˜o, existem nu´meros de Liouville σ e τ tais que
f(σ, τ) = α.
Lema 3.5 Nas hipo´teses do Teorema de decomposic¸a˜o, g1 e´ um homeomor-




Demonstrac¸a˜o. Observe que g1 e´ sobrejetiva, pois dado y ∈ V1, existe x ∈
U1 tal que f(x, y) = α, logo g1(x) = y. Para a injetividade, suponha, por
absurdo, que existem x1, x2 ∈ U1 distintos tais que g1(x1) = g1(x2) = y ∈ V1,
assim f(x1, y) = f(x2, y) = α, o que contradiz a injetividade local de f em α
sobre U1 × V1. Portanto, g1 : U1 −→ V1 e´ bijetiva, logo, existe g−1 : V1 −→
U1. Suponha, por absurdo, que existe y ∈ V1 tal que g2(y) 6= g−11 (y). Por
construc¸a˜o, f(g2(y), y) = f(g
−1
1 (y), y) = α, entretanto, g2(y), g
−1
1 (y) ∈ U1 sa˜o
distintos, o que contradiz a injetividade local de f em α sobre U1 × V1, logo,
g2 = g
−1
1 . Ale´m disso, g1 e g
−1
1 sa˜o cont´ınuas, uma vez que, por hipo´tese, g1 e
g2 sa˜o aplicac¸o˜es abertas.

Demonstrac¸a˜o do Teorema de decomposic¸a˜o. Podemos supor, sem perda
de generalidade, que U1 e V1 sa˜o conexos, de modo que U1 × V1 ⊂ X. Como
Q e´ denso em R, podemos escolher
a1
b1














e´ aberto em R, contendo
a1
b1























Por hipo´tese, g1 e´ uma aplicac¸a˜o aberta, logo, Z1 = g1(W1) ⊆ V1 e´ aberto
e f e´ localmente injetiva em α sobre W1 × Z1. Selecionamos c1
d1
∈ Q ∩ Z1, em















































Segue do lema anterior que U2 = g
−1
1 (V2) e´ aberto, contido em W1, e f e´
localmente injetiva em α sobre U2 × V2.
























































































Segue do lema anterior que ZN = g1(WN) e´ aberto, contido em VN , e f e´
localmente injetiva em α sobre WN ×ZN . Selecionamos cN
dN































































Segue do lema que UN+1 = g
−1
1 (VN+1) e´ aberto, contido em WN , e f e´
localmente injetiva em α sobre UN+1 × VN+1.
Agora, observamos que dado qualquer inteiro M ≥ 1, para todos os inteiros
m1,m2 suficientemente grandes,∣∣∣∣am1bm1 − am2bm2
∣∣∣∣ < εM e ∣∣∣∣ cm1dm1 − cm2dm2
∣∣∣∣ < δM .






sa˜o de Cauchy, consequentemente convergem em R. Sejam σ e τ














e, para todo m ∈ N,
0 <
∣∣∣∣σ − ambm
∣∣∣∣ < 1bmm e 0 <
∣∣∣∣τ − cmdm
∣∣∣∣ < 1dmm .
Portanto, ambos σ e τ sa˜o nu´meros de Liouville.
Finalmente recordamos que, para todo m, f(um, cm/dm) = α. Como f e´
cont´ınua e lim
m−→∞
um = σ tem-se f(σ, τ) = α, o que completa a prova.

O Teorema de decomposic¸a˜o generaliza o Teorema de Erdo¨s, uma vez que
a func¸a˜o f(x, y) = x + y satisfaz as hipo´teses desse teorema para qualquer
α ∈ R fixado. Ale´m disso, dada a func¸a˜o f : R∗+ × ((0, 1) ∪ (1,+∞)) −→ R,
definida por f(z, w) = w1/z, e´ poss´ıvel verificar que ela satisfaz as hipo´teses do
teorema para x positivo diferente de 0 e 1. Logo, dado x ∈ (0, 1) ∪ (1,+∞),
existem l1 e l2 nu´meros de Liouville tais que l
1/l1
2 = x, consequentemente, x
l1
e´ um nu´mero de Liouville. Em particular, existem nu´meros de Liouville σ e τ
tais que eτ = σ.
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Garantimos, ainda, que a potenciac¸a˜o de dois nu´meros de Liouville nem
sempre e´ um nu´mero transcendente. De fato, se α ∈ R e´ alge´brico maior do
que 1, enta˜o f(x, y) = yx e´ localmente injetiva em α e assim, pelo Teorema de
decomposic¸a˜o, existem nu´meros de Liouville σ e τ em R tais que
στ = α.
Atrave´s de argumentos ana´logos aos utilizados na demostrac¸a˜o do Teorema
de decomposic¸a˜o, podemos deduzir a seguinte generalizac¸a˜o.
Teorema 3.6 (Teorema de decomposic¸a˜o simultaˆnea) Sejam abertos
U, V1, V2, . . . , VN ⊂ R e α1, α2, . . . , αN ∈ R. Suponha que, para cada n,
1 ≤ n ≤ N , fn : U × Vn −→ R e´ cont´ınua, localmente injetiva em αn sobre
U × Vn e as func¸o˜es ϕn : U −→ Vn e ψn : Vn −→ U , definidas implicitamente
por fn(x, ϕn(x)) = αn e fn(ψn(y), y), sa˜o aplicac¸o˜es abertas. Enta˜o, existem
nu´meros de Liouville σ, τ1, τ2, . . . , τN em R de modo que
fn(σ, τn) = αn
para todo n = 1, 2, . . . , N .
Considere α1, α2, . . . , αN nu´meros reais diferentes de 0 e 1. Enta˜o, a func¸a˜o
fn(x, y) = y
1/x e´ localmente injetiva em αn. Assim, pelo teorema anterior,
existem nu´meros de Liouville σ, τ1, . . . , τN tais que τ
1/σ
1 = α1, . . ., τ
1/σ
N =
αN . Desse modo, podemos afirmar que, dados α1, α2, . . . , αN nu´meros reais
diferentes de 0 e 1, existe um nu´mero de Liouville σ tal que ασ1 , α
σ
2 , . . . , α
σ
N sa˜o
todos nu´meros de Liouville.
Neste cap´ıtulo, vimos, como consequeˆncia do Teorema de decomposic¸a˜o,
que nem sempre a potenciac¸a˜o de dois nu´meros de Liouville e´ transcendente.
No pro´ximo cap´ıtulo, discutiremos sobre potenciac¸a˜o de nu´meros transcenden-




Em 1934, Gelfond e Schneider, independentemente, provaram a transcendeˆncia
de αβ quando α e´ alge´brico diferente de 0 e 1 e β e´ alge´brico na˜o racional. No
cap´ıtulo anterior, vimos que dados dois nu´meros muito “bem aproximados”
por alge´bricos de grau 1, a potenciac¸a˜o desses nu´meros nem sempre e´ um
nu´mero transcendente.
Em 1991, Caveny considerou a transcendeˆncia de αβ, quando α e´ “suficien-
temente bem aproximado por alge´bricos de grau limitado” e β e´ alge´brico de
grau pelo menos dois. Neste cap´ıtulo, iremos considerar a transcendeˆncia de
αβ, quando ambos α e β sa˜o “suficientemente bem aproximados por alge´bricos
de grau limitado”. Faremos isso com base no artigo U-numbers and T-numbers:
Some Elementary Transcendence and Algebraic Results, publicado em 1993,
pela mesma autora.
Inicialmente, apresentaremos algumas definic¸o˜es e resultados importantes
para demonstrac¸a˜o do teorema principal deste cap´ıtulo.
Dados d ∈ N e uma func¸a˜o
∆ : N −→ R+
T 7−→ ∆(T )
com lim sup
T−→∞
∆(T ) = ∞, dizemos que um nu´mero complexo ζ e´ (d,∆(T ))-
aproxima´vel, se existe uma sequeˆncia infinita ζT de nu´meros alge´bricos satis-
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fazendo
deg(ζT ) ≤ d , H(ζT ) ≤ exp(T ) e 0 < |ζ − ζT | ≤ exp(−∆(T )),
onde deg(ζT ) e H(ζT ) denotam o grau e a altura de ζT , respectivamente. Sendo
que a altura de ζT e´ dada pelo ma´ximo do valor absoluto dos coeficientes do seu
polinoˆmio minimal primitivo sobre Z (isto e´, o polinoˆmio primitivo P (x) ∈ Z[x]
de menor grau, tal que P (ζT ) = 0).
Neste trabalho, iremos considerar nu´meros complexos ζ que sa˜o (d,∆(T ))-




= ∞. Tais ζ sa˜o
necessariamente transcendentes e sa˜o U -nu´meros na classificac¸a˜o de nu´meros
complexos Koksma-Mahler (Ver [5]).
Restringindo a uma subsequeˆncia de {ζT}, se necessa´rio, podemos supor
que cada aproximac¸a˜o ζT satisfaz
exp(T − 1) < H(ζT ) ≤ exp(T ). (4.1)
Ale´m disso, podemos escolher um d mı´nimo tal que cada aproximac¸a˜o tem
grau no ma´ximo d e existe uma quantidade infinita de aproximac¸o˜es tendo
grau exatamente d. Neste caso, dizemos que d e´ o grau do U -nu´mero ζ.
Antes da demonstrac¸a˜o do teorema, enunciaremos alguns lemas.
Lema 4.1 Sejam v, w nu´meros complexos satisfazendo |w−ev| ≤ 1
3
|ev|. Enta˜o,
existe uma determinac¸a˜o do logaritmo de w tal que
| logw − v| ≤ 3
2
1
|ev| |w − e
v|
Demonstrac¸a˜o. Ver [22, p. 450].

Dados α1, α2, β0, β1, β2 nu´meros alge´bricos com α1α2 6= 0. Consideramos
a forma linear Λ = β0 + β1 logα1 + β2 logα2.
Sejam D um inteiro positivo e A1, A2, A,B nu´meros reais positivos que
satisfazem
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D ≥ [Q(α1, α2, β0, β1, β2) : Q],
Aj ≥ max{H(αj), exp(| logαj|), exp(2)}, j ∈ {1, 2},
A = max{A1, A2, ee} e B = max{H(Bj), 0 ≤ j ≤ 2}.
Lema 4.2 Se Λ 6= 0, enta˜o
|Λ| ≥ exp(−U)
onde U = c1D
4 logA1 logA2(logB + log logA) e c1 ≤ 273.
Demonstrac¸a˜o. Ver [20, p. 284].

Observac¸a˜o 4.3 No teorema a seguir, consideramos α e β nu´meros comple-
xos satisfazendo α logα 6= 0 e β 6= 0. Ale´m disso, consideramos d0 e d1
nu´meros naturais, com d1 ≥ 2, mı´nimos tais que cada aproximac¸a˜o tem grau
no ma´ximo d0 (respectivamente, d1) e existe uma quantidade infinita de apro-
ximac¸o˜es tendo grau exatamente d0 (respectivamente, d1).
Teorema 4.4 (Caveny) Sejam α, β nu´meros complexos na˜o-nulos e d0, d1
nu´meros naturais com d1 ≥ 2. Existe uma constante positiva C2 tal que se α
e´ (d0, C2T log T )-aproxima´vel e β e´ (d1, C2T expT )-aproxima´vel, enta˜o α
β e´
transcendente.
Demonstrac¸a˜o. Primeiramente, fixamos C2 satisfazendo as hipo´teses do te-
orema, a ser escolhido posteriormente.
Em seguida, sejam {aTj} e {bSj} sequeˆncias de boas aproximac¸o˜es para
α e β, respectivamente, de modo que deg(aTj) ≥ 1 e deg(bSj) ≥ 2, com aTj
diferente de 0 e 1. Sem perda de generalidade, podemos escolher {Tj}j≥1, de
modo que Tj > 2Tj−1.
Agora, fixamos k suficientemente grande, a ser escolhido posteriormente.
Logo apo´s, escolhemos l de modo que
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Tl−1 < exp(Sk) ≤ Tl. (4.2)
Por uma questa˜o de simplicidade, escrevemos b = bSk e a = aTl . Temos
H(a) ≤ exp(Tl) , H(b) ≤ exp(Sk) ≤ Tl,
|α− a| ≤ exp(−C2Tl log(Tl)) < exp(−C2Tl−1 log(Tl−1))
e
|β − b| ≤ exp(−C2Sk exp(Sk)) < exp(−C2Tl−1 log(Tl−1)).
Vamos supor, por absurdo, que αβ e´ alge´brico. Consideramos a seguinte
forma linear em logaritmos de nu´meros alge´bricos
Λ = logαβ − b log a.
Note que Λ e´ na˜o nula, pois αβ e´ alge´brico e, pelo teorema de Gelfond-
Schneider, ab e´ transcendente. Observe que
|Λ| = |β logα− b logα + b logα− b log a| ≤ |β − b|| logα|+ |b|| logα− log a|,
com isso, obteremos um limitante superior para |Λ|.
AFIRMAC¸A˜O 1: | logα− log a| ≤ c2|α− a|, onde c2 = 3
2|α| .
No Lema 4.1, tome v = logα e w = a. Note que,
|a− α| ≤ 1
3
|α|
a partir de k suficientemente grande, pois α e´ fixado, {aTl} converge para α e l
e´ escolhido de modo que exp(Sk) ≤ Tl. Portanto, v = logα e w = a satisfazem
as hipo´teses do Lema 4.1.
Assim,
| log a− logα| ≤ 3
2
1




E a Afirmac¸a˜o 1 esta´ provada.
Sabendo que (bSj)j∈N e´ limitada (ja´ que converge) e utilizando (4.1), obte-
mos
1 +H(b) = H(bSk) + 1 > exp(Sk − 1) + 1
e
exp(Sk − 1) + 1 ≥ |bSk | = |b|
para k suficientemente grande. Assim,
|b| ≤ H(b) + 1 ≤ Tl + Tl = 2Tl,
para k suficientemente grande. Da´ı
|Λ| ≤ |β − b|| logα|+ |b|| logα− log a|,
com
| logα− log a| ≤ c2|α− a| ≤ c2 exp(−C2Tl log(Tl)),
|β − b| ≤ (exp(−C2Tl−1 log Tl−1)) e |b| ≤ 2Tl.
Em vista disso, obtemos
|Λ| ≤ (exp(−C2Tl−1 log Tl−1))| logα|+ 2Tlc2 exp(−C2Tl log Tl). (4.3)







































= exp(C2Tl log Tl − C2Tl−1 log Tl−1).
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Da´ı,
2Tlc2 exp(−C2Tl log Tl) ≤ 2c2 exp(−C2Tl−1 log Tl−1).
Por (4.3),
|Λ| ≤ | logα|(exp(−C2Tl−1 log Tl−1)) + 2c2 exp(−C2Tl−1 log Tl−1).
Portanto,
|Λ| ≤ c3 exp(−C2Tl−1 log(Tl−1)),
com c3 = 2 max{| logα|, 2c2}.











Esse e´ nosso limitante superior para Λ.
Para obter um limitante inferior, utilizaremos o Lema 4.2. Vamos tomar
α1 = α
β, α2 = a, β0 = 0, β1 = 1, β2 = −b, em seguida, tomamos D = c4d0d1,
B = H(b), A1 = c5 e A = A2 = 2 exp(Tl), com c4 e c5 constantes positivas de
modo que as condic¸o˜es do Lema 4.2 sejam satisfeitas. Assim,
|Λ| ≥ exp(−c1D4 logA1 logA2(logB + log(logA)))
= exp(−c1(c4d0d1)4 log c5 log(2 expTl)(logH(b) + log(log(2 expTl))),
com c1 ≤ 273. Como Tl ≥ H(b), temos,
|Λ| ≥ exp(−c1(c4d0d1)4 log c5 log(2 expTl)(log Tl + log(log(2 expTl)))
= exp(−c1(c4d0d1)4 log c5(log 2 + Tl)((log Tl) + log(log 2 + Tl)))
≥ exp(−c1(c4d0d1)4 log c5(2Tl)((log Tl) + log(2Tl)))
= exp(−c1(c4d0d1)4 log c5(2Tl)((log Tl) + (log 2 + log Tl)))
≥ exp(−c1(c4d0d1)4 log c5(2Tl)(3 log Tl)).
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Sendo assim, para k suficientemente grande,
|Λ| ≥ exp(−c6(d0d1)4Tl log Tl), (4.5)
com c6 = 6c1c
4
4 log c5.










≥ exp(−c6(d0d1)4Tl log Tl)
para k suficientemente grande.
Logo,
C2 ≤ 2c6(d0d1)4 Tl log Tl
Tl−1 log(Tl−1)
,
Provamos que, se α e´ (d0, C2T log T )-aproxima´vel, β e´ (d1, C2T expT )-
aproxima´vel e αβ e´ alge´brico, enta˜o










Note que, se α e´ real e d0 = 1, obtemos condic¸o˜es suficientes para que
a potenciac¸a˜o de nu´meros transcendentes, em que a base e´ um nu´mero de
Liouville, seja um nu´mero transcendente. Observe que, para a demonstrac¸a˜o
dos teoremas principais dos cap´ıtulos 4 e 5, utilizamos o fato de estarmos
trabalhando com nu´meros muito “bem aproximados” por alge´bricos, que e´
uma propriedade bem interessantes dos U -nu´meros, em particular dos nu´meros
de Liouville. No cap´ıtulo seguinte, voltamos a falar sobre a propriedade Gδ




Nu´meros de Liouville e a
Propriedade Gδ
No Cap´ıtulo 2, vimos que o conjunto dos nu´meros de Liouville e´ um subcon-
junto Gδ de R. Neste cap´ıtulo, temos o objetivo de explorar um pouco mais
essa propriedade de L e, assim, mostrar outros resultados interessantes.
A proposic¸a˜o seguinte foi provada por Alniac¸ik e Saias, em [1, p. 426], e
sera´ utilizada na demonstrac¸a˜o dos resultados da sec¸a˜o 5.1.
Proposic¸a˜o 5.1 Seja I um intervalo de R com interior na˜o vazio, G um
subconjunto Gδ de R e (fn)n≥0 uma sequeˆncia de func¸o˜es definidas em I, que
sa˜o cont´ınuas e NLC. Enta˜o ⋂
n≥0
f−1n (G)
e´ um subconjunto Gδ sobre I.
Observe que, nas hipo´teses da Proposic¸a˜o 5.1, se ϕ : I −→ R e´ tal que
fn = ϕ, para cada n ≥ 0, enta˜o, ϕ−1(G) e´ um subconjunto Gδ em I, para
cada G subconjunto Gδ em R. Isto e´, a imagem inversa pela func¸a˜o ϕ de
todo subconjunto Gδ em R e´ Gδ em I. Isso ocorre porque a continuidade de ϕ
garante que a imagem inversa dos abertos (da intersec¸a˜o) va˜o ser subconjuntos
abertos de I e a densidade decorre por ϕ ser NLC.
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E´ importante enfatizar que, este cap´ıtulo tambe´m baseia-se no artigo Li-
ouville Numbers and Schanuel’s Conjecture, de Kumar, Thangadurai e Walds-
chmidt.
5.1 Aplicac¸a˜o da Proposic¸a˜o 5.1 aos nu´meros
de Liouville
Nesta sec¸a˜o, utilizaremos a Proposic¸a˜o 5.1 para deduzir alguns resultados sobre
nu´meros de Liouville.
Teorema 5.2 Seja E um subconjunto enumera´vel de R. Enta˜o, existe um
conjunto na˜o enumera´vel de nu´meros de Liouville F tendo simultaneamente
as seguintes propriedades.
(i) Para quaisquer t ∈ E e ξ ∈ F , o nu´mero ξ + t e´ um nu´mero de Liouville.
(ii) Para quaisquer t ∈ E\{0} e ξ ∈ F , o nu´mero ξ ·t e´ um nu´mero de Liouville.
(iii) Sejam t ∈ E\{0} e ξ ∈ F . Defina indutivamente ξ0 = ξ e ξn = et·ξn−1,
para todo n ≥ 1. Enta˜o, todos os nu´meros da sequeˆncia (ξn)n≥0 sa˜o nu´meros
de Liouville.
(iv) Para qualquer nu´mero racional r 6= 0 e qualquer ξ ∈ F , o nu´mero ξr e´ um
nu´mero de Liouville.
Demonstrac¸a˜o. Construiremos separadamente quatro conjuntos Gδ que sa-
tisfac¸am cada uma dessas propriedades e, assim, a intersec¸a˜o deles sera´ Gδ,
em particular, na˜o enumera´vel.










tambe´m e´ subconjunto Gδ de (0,+∞) e satisfaz (i).









tambe´m e´ subconjunto Gδ de (0,+∞) e satisfaz (ii).
(III) Definimos, para cada t ∈ E , a sequeˆncia de func¸o˜es hn : (0,+∞) −→ R
por h0(x) = x e hk(x) = e
t·hk−1(x), para k ≥ 1. Pela Proposic¸a˜o 5.1,⋂
n≥0
h−1n (L)





e´ Gδ em (0,+∞) e satisfaz (iii).
(IV ) Definimos, para cada r ∈ Q\{0}, ϕr(x) = xr. Pela Proposic¸a˜o 5.1,⋂
r∈Q\{0}
ϕ−1r (L)





tambe´m e´ subconjunto Gδ de (0,+∞) e satisfaz (iv).

Teorema 5.3 Sejam I um intervalo de R com interior na˜o-vazio e (fn)n≥1
uma sequeˆncia de func¸o˜es definidas em I que sa˜o cont´ınuas e NLC. Enta˜o,
existe um subconjunto na˜o enumera´vel E de I ∩L tais que fn(ξ) e´ um nu´mero
de Liouville para todo n ≥ 1 e todo ξ ∈ E.
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Demonstrac¸a˜o. Definimos f0 : I −→ R por f0(x) = x, para cada x ∈ I,





e´ um subconjunto Gδ de I, consequentemente, na˜o enumera´vel. Por fim, ob-
serve que E ⊂ I ∩L e fn(E) ⊂ L, para cada n ≥ 0. Portanto, fn(ξ) ∈ L, para
todo n ≥ 0 e todo ξ ∈ E.

A seguir, consideramos o caso especial onde todas as fn sa˜o as mesmas.
Teorema 5.4 Seja I um intervalo de R com interior na˜o-vazio e ϕ : I −→ R
uma aplicac¸a˜o cont´ınua que e´ NLC. Enta˜o, existe um conjunto na˜o enumera´vel
de nu´meros de Liouville ξ ∈ I tais que ϕ(ξ) e´ um nu´mero de Liouville.
Demonstrac¸a˜o. Definimos fn : I −→ R por fn(x) = ϕ(x), para cada n ≥ 1.
Pelo Teorema 5.3, existe um subconjunto na˜o enumera´vel E ⊂ I ∩ L tal que
fn(ξ) e´ um nu´mero de Liouville para todo n ≥ 1 e todo ξ ∈ E. Como, para
cada n ≥ 1, fn(x) = ϕ(x), segue o resultado.

Exemplos simples de consequeˆncias do Teorema 5.4 sa˜o obtidos com I =
(0,+∞) e ϕ(x) = t − x, que produz o resultado de Erdo¨s (visto no Cap´ıtulo
3). Deduzimos tambe´m do Teorema 5.4 que qualquer nu´mero real positivo t e´






No Cap´ıtulo 3, apresentamos uma generalizac¸a˜o para o resultado de Erdo¨s
utilizando aproximac¸o˜es por racionais. O pro´ximo teorema tambe´m generaliza
o resultado de Erdo¨s.
Teorema 5.5 Seja P ∈ R[x, y] um polinoˆmio irredut´ıvel tal que
∂P
∂x




Assuma que existem dois intervalos abertos na˜o vazios I e J de R, de modo
que, para qualquer x ∈ I, existe y ∈ J com P (x, y) = 0, e, para qualquer y ∈ J
existe x ∈ I com P (x, y) = 0. Enta˜o, existe uma quantidade na˜o enumera´vel
de pares (ξ, η) de nu´meros de Liouville em I × J tais que P (ξ, η) = 0.
Demonstrac¸a˜o. Seja (x0, y0) ∈ I × J tal que
∂P
∂x
(x0, y0) 6= 0.
Pelo Teorema da Func¸a˜o Impl´ıcita, existem intervalos abertos na˜o vazios
I0 = (x0 − δ0, x0 + δ0) e J0 = (y0 − ε0, y0 + ε0), com δ0, ε0 > 0, tais que:
1. I¯0 × J0 ⊂ I × J ; ∂P
∂x
(x, y) 6= 0 para todo (x, y) ∈ I0 × J0;
2. Para todo x ∈ I0 existe um u´nico y = ϕ(x) ∈ J0 tal que P (x, ϕ(x)) = 0.
Ale´m disso, a func¸a˜o ϕ0 : I0 −→ J0 e´ diferencia´vel.
Agora, seja (x1, y1) ∈ I0 × J0 tal que
∂P
∂y
(x1, y1) 6= 0.
Pelo Teorema da Func¸a˜o Impl´ıcita, garantimos a existeˆncia de intervalos
abertos na˜o vazios I1 = (x1− δ1, x1 + δ1) J1 = (y1− ε1, y1 + ε1), com δ1, ε1 > 0
tais que:
1. I1 × J¯1 ⊂ I0 × J0; ∂P
∂y
(x, y) 6= 0 para todo (x, y) ∈ I1 × J1;
2. Para todo y ∈ J1 existe um u´nico x = ϕ1(y) ∈ I1 tal que P (ϕ1(y), x) = 0.
Ale´m disso, a func¸a˜o ϕ1 : J1 −→ I1 e´ diferencia´vel.
Definimos ϕ2 : I1 −→ J1, com ϕ2(x) = ϕ0(x), para x ∈ I1. Assim, ϕ2◦ϕ1 =
Id : J1 −→ J1 e ϕ1 ◦ ϕ2 = Id : I1 −→ I1.
Logo, ϕ1 e ϕ2 sa˜o duas func¸o˜es diferencia´veis, definidas sobre subcon-
juntos abertos na˜o vazios J1 de J e I1 de I, respectivamente, de modo que
P (x, ϕ2(x)) = 0 e P (ϕ1(y), y) = 0 para x ∈ I1 e y ∈ J1, tais que ϕ2 ◦ ϕ1 e´
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a identidade sobre J1 e ϕ1 ◦ ϕ2 e´ a identidade sobre I1. Por fim, aplicamos o
Teorema 5.4.

O resultado de Erdo¨s sobre t = ξ+η para t ∈ R segue do Teorema 5.5 com
P (x, y) = x+ y − t. Tambe´m o fato de que qualquer nu´mero real positivo t e´
a soma de dois quadrados de nu´meros de Liouville segue aplicando o Teorema
5.5 ao polinoˆmio x2 + y2 − t.
Poder´ıamos deduzir, sob as hipo´teses do Teorema 5.5, a existeˆncia de um
par de nu´meros de Liouville (ξ, η) com P (ξ, η) = 0 aplicando o Teorema 3.4
com f(x, y) = P (x, y) e α = 0. Entretanto, com o Teorema 5.5, produzimos
uma quantidade na˜o enumera´vel de soluc¸o˜es.
A seguir, estendemos o Teorema 5.5 para mais de 2 varia´veis.




6= 0 e ∂P
∂x2
6= 0.
Assuma que existem subconjuntos abertos Ii de R (i = 1, . . . ,m) tais que, para
qualquer i ∈ {1, 2} e qualquer (m− 1)-upla
(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xm) ∈ I1 × . . .× Ii−1 × Ii+1 × . . .× Im,
existe xi ∈ Ii tais que P (x1, . . . , xm) = 0. Enta˜o, existe uma quantidade na˜o
enumera´vel de uplas (ξ1, ξ2, . . . , ξm) ∈ I1×I2×. . .×Im de nu´meros de Liouville
tais que P (ξ1, ξ2, . . . , ξm) = 0.
Demonstrac¸a˜o. Provaremos o resultado por induc¸a˜o.
O caso m = 2 segue do Teorema 5.5. Assumimos que o resultado e´ va´lido
para m − 1, com m ≥ 3. Como L e´ denso em R, existe uma (l − 2)-upla de
nu´meros de Liouville (ξ3, . . . , ξl) ∈ I3 × . . .× Il. Seja
P (x1, x2, ξ3, . . . , ξl) ∈ R[x1, x2].
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Por hipo´tese, dado x1 ∈ I1, existe x2 ∈ I2 tal que P (x1, x2, ξ3, . . . , ξl) = 0 e
dado x2 ∈ I2, existe x1 ∈ I1 tal que P (x1, x2, ξ3, . . . , ξl) = 0. Ale´m disso,
∂P
∂x1
6= 0 e ∂P
∂x2
6= 0.
Sendo assim, pela Proposic¸a˜o 5.5, existe uma quantidade na˜o enumera´vel
de pares (ξ1, ξ2) de nu´meros de Liouville tais que P (ξ1, ξ2, ξ3, . . . , ξl) = 0. O
que encerra a demonstrac¸a˜o.

5.2 Outros teoremas
A proposic¸a˜o a seguir generaliza a Proposic¸a˜o 5.1 e sua demonstrac¸a˜o segue
de modo similar a` demostrac¸a˜o da Proposic¸a˜o 2.20.
Proposic¸a˜o 5.7 Sejam I, J intervalos de R com interior na˜o vazio, G um
subconjunto Gδ de J e (fn)n≥0 uma sequeˆncia de aplicac¸o˜es, fn : I −→ J , que
sa˜o cont´ınuos e NLC. Enta˜o ⋂
n≥0
f−1n (G)
e´ um subconjunto Gδ sobre I.
Como consequeˆncia da Proposic¸a˜o 5.7 temos o seguinte teorema.
Teorema 5.8 Seja I um intervalo de R com interior na˜o vazio e ϕ : I −→
I um homeomorfismo. Enta˜o o conjunto de elementos ξ em I tais que a
o´rbita {ϕn(ξ)|n ∈ Z} consiste somente de nu´meros de Liouville em I e´ um
subconjunto Gδ de I, consequentemente na˜o enumera´vel.
Observac¸a˜o 5.9 Se I e´ um intervalo de R com interior na˜o vazio, ϕ : I −→ I
um homeomorfismo e ψ : I −→ I e´ a sua inversa, definimos, para n ∈ Z,
ϕn : I −→ I indutivamente como usual: ϕ0 e´ a identidade, ϕn = ϕn−1 ◦ϕ para
n ≥ 1, e ϕ−n = ψn para n ≥ 1.
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Demonstrac¸a˜o do Teorema 5.8. Queremos mostrar que A = {ξ ∈ I |




f−1n (L ∩ I),





f−1n (L ∩ I) =
⋂
n∈Z
ϕ−n(L ∩ I) =
⋂
n∈Z
{x ∈ I | ϕn(x) ∈ L ∩ I} = A.
Observe que L ∩ I e´ um subconjunto Gδ de I, com a topologia induzida.
Ale´m disso, fn e´ um homeomorfismo, para cada n ∈ Z, consequentemente, e´
NLC. Pela Proposic¸a˜o 5.7, f−1n (L ∩ I) e´ Gδ para cada n ∈ Z. Sendo assim,⋂
n∈Z
f−1n (L ∩ I) e´ um subconjunto Gδ de I.

Exemplo 5.10 Seja ϕ : (0, 1) −→ (0, 1), definida por ϕ(x) = x2. Temos que
ϕ e´ um homeomorfismo, logo, pelo Teorema 5.8, existe uma quantidade na˜o
enumera´vel de elementos ξ ∈ (0, 1), tais que






ξ, ξ, ξ2, ξ4, ξ8, . . .
sa˜o todos nu´meros de Liouville.
Teorema 5.11 Seja F (X, Y ) ∈ Q[X, Y ] um polinoˆmio na˜o constante e t um
nu´mero real. Assuma que existe um conjunto na˜o enumera´vel de pares de
nu´meros de Liouville (ξ, η) tais que F (ξ, η) = t. Enta˜o, as duas seguintes
condic¸o˜es sa˜o equivalentes:
(i) t e´ transcendente.
(ii) Existem dois nu´meros de Liouville algebricamente independentes tais que
F (ξ, η) = t.
Para provar esse resultado, utilizaremos o Teorema de Be´zout.
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Teorema 5.12 (Teorema de Be´zout) Seja K um corpo. Sejam f(X, Y ),
g(X, Y ) dois polinoˆmios em K[X, Y ] de graus n,m ≥ 1. Se f(X, Y ) e g(X, Y )
na˜o tem fator em comum em K[X, Y ]\K, enta˜o
#{(x, y) ∈ K2 | f(x, y) = 0} ∩ {(x, y) ∈ K2 | g(x, y) = 0} ≤ nm.
Demonstrac¸a˜o. Ver [10, p. 71]

Demonstrac¸a˜o do Teorema 5.11. Inicialmente, assumimos que t e´ alge´brico.
Portanto, existe P (X) ∈ Q[X]\{0} tal que P (t) = 0. Para qualquer par de
nu´meros de Liouville (ξ, η) tais que F (ξ, η) = t, temos P (F (ξ, η)) = 0. Note
que, P ◦F ∈ Q[X, Y ]\{0}, sendo assim, ξ e η sa˜o algebricamente dependentes.
Reciprocamente, assumimos que para qualquer par de nu´meros de Liouville
(ξ, η) tais que F (ξ, η) = t, os nu´meros ξ e η sa˜o algebricamente dependentes.
AFIRMAC¸A˜O 1: Existe um polinoˆmio A(X, Y ) ∈ Q[X, Y ] tal que A(X, Y ) e
F (X, Y )− t tem infinitos zeros em comum.
Por hipo´tese, existe uma conjunto na˜o enumera´vel de pares de nu´meros de
Liouville (ξ, η) tais que F (ξ, η) = t, ale´m disso, estamos supondo que para
qualquer par (ξ, η), satisfazendo F (ξ, η) = t, os nu´meros ξ e η sa˜o algebri-
camente dependentes, sendo assim, para cada um desses pares, existe um
P (X, Y ) ∈ Q[X, Y ], tal que P (ξ, η) = 0. Ao supor que cada polinoˆmio
em Q[X, Y ] tem no ma´ximo uma quantidade finita de zeros em comum com
F (X, Y ) − t, pela enumerabilidade de Q[X, Y ], obtemos apenas uma quanti-
dade enumera´vel de pares algebricamente dependentes sobre Q, o que e´ uma
contradic¸a˜o. Portanto, a Afirmac¸a˜o 1 esta´ provada.
AFIRMAC¸A˜O 2: Para A(X, Y ) da Afirmac¸a˜o 1, existe B(X, Y ) ∈ Q[X, Y ]
irredut´ıvel, tal que B(X, Y ) divide A(X, Y ) em Q[X, Y ] e B(X, Y ) divide
F (X, Y ) − t em Q(t)[X, Y ], onde Q denota o fecho alge´brico de Q e Q(t)
denota o fecho alge´brico de Q(t).
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Suponha, por absurdo, que A(X, Y ) e F (X, Y ) − t na˜o tem fator irredut´ıvel
em comum em Q(t)[X, Y ], segue, pelo Teorema 5.12, que A(X, Y ) intersecta
F (X, Y )−t em, no ma´ximo, uma quantidade finita de pontos. Entretanto, isso
contradiz Afirmac¸a˜o 1. Sendo assim, existe B(t,X, Y ) ∈ Q(t)[X, Y ] tal que
B(t,X, Y ) divide A(X, Y ) e F (X, Y ) − t em Q(t)[X, Y ]. Como A(X, Y ) na˜o
depende de t, enta˜o, B(t,X, Y ) tambe´m na˜o depende de t. Assim, B(t,X, Y ) =
B(X, Y ) divideA(X, Y ) emQ[X, Y ] eB(X, Y ) divide F (X, Y )−t emQ(t)[X, Y ].
Portanto, a Afirmac¸a˜o 2 esta´ provada.
Vamos supor, por absurdo, que t e´ transcendente. Assim, pela Afirmac¸a˜o 2,
podemos concluir que F (X, Y )− t = B(X, Y )C(X, Y ), onde C ∈ Q(t)[X, Y ].








Note que C ∈ Q(t)[X, Y ] e C tem grau 1 em t, logo, C(X, Y ) = D(X, Y ) +
tE(X, Y ), com D e E em Q[X, Y ]. Segue que
F (X, Y )− t = B(X, Y )[D(X, Y ) + tE(X, Y )]
= B(X, Y )D(X, Y ) + tB(X, Y )E(X, Y ),
que implica
B(X, Y )E(X, Y ) = −1.
Logo, o grau de B(X, Y ) e´ 0 e, consequentemente, B(X, Y ) na˜o e´ irredut´ıvel,
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